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Vorwort. 

Die vorliegende gweite Abteilung meiner Vorlesungen über Zählen- 
lehre ist aasschließlicli der Theorie der unencUtchen B&ihen mü reellen 
Ghedem gewidmet Vom streng systematischen Standpunkte aus wäre 
es wohl konsequenter gewesen, die mit der Entwicklung der Lehre von 
den redien Zahlen begonnene sukzessive Ausgestaltung des Zahlvorrats 
unserer gewöhnlichen Arithmetik durch Einführung der vmag%nctm bzw. 
"komplexen Zahlen erst vollständig zu Ende zu führen ßücksichten wesent- 
lich didaktischer Natur veranlaßten mich indessen zu der hier getrofPenen 
Anordnung, msbesondere der Wuüsch, den Leser durch eine gewisse Ein- 
förmigkeit des Lehrstoffes nicht allzusehr zu ermüden und ihm statt 
dessen schon jetzt m der Lehre von den unendlichen Reihen em an be- 
merkenswerten Fragestellungen und prmzipiell wiobtigen Ergebnissen 
außerordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Grenzwert- 
betraohtungen zu eröffnen Dem gegenüber erschien es mir ziemhch un- 
erheblich, daß die Lehre von den unendlichen Reihen auf diese Weise 
in zwei durch Emschiebung der grundlegenden Erörteitmgen über kom- 
plexe Zahlen getrennte Stücke zerfallt, zumal schon bei der Beschränkung 
auf reeUe Zahlen alles wesentliche der Theorie vollständig zur Erledigung 
kommt (anders wie bei den unendlichen Produkten und Eettenbrüchen) 
und die Ausdehnung der gewonnenen Resultate auf Reihen mit "komplexen 
Ghedem, als bloßen Aggregaten je zweier reeller Reihen, sich nahezu 
automatisch vollzieht 

Die Darstellung der Reihenlehre beginnt naturgemäß mit aUgememen 
Betrachtungen über Konvergenz und Ihvergenft, wobei insbesondere die 
verschiedenen Mögbchkeiten , die notwendigen und hinreichenden Konver- 
genebedingungen zu formuheren, einer ausführlichen Kritik unterzogen 
und gewisse auf dem Cauchy^chen Grenzwertsatze und seinen Verallge- 
meinerungen beruhende weniger bekannte Forjnen dieser Bedmgungen 
hergeleitet werden Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen 
mit lauter positiven (bzw mcht-negatvoen) Gliedern wird nach Feststellung 
ihrer besonderen Konvergenzeigensohaften eine ganz emheitlich auf das 
bekannte Prmetp der Iteihenvergleichwng g6g]:dndete ausführhche Theone 
der Konvergene- imd Divergenehriierzen entwickelt, welche den Zweck 
verfolgt, nicht etwa nur die verhältnismäßig geringe Anzahl der für 
praktische Anwendung fast ausschließlich in Betracht kommenden Spe- 
ziaJkriterien abzuleiten, vielmehr vor allem den inneren Zusammenhang 
dieser sonst zumeist mit Hufe einzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln 
durch Zurückführung auf allgemeine Methoden kenntlich zu machen, den 
scheinbaren Widerspruch zwischen der übhchen Form gewisser Kriterien, 
nämkch der sogenannten Konvergemh^t&^en »weiter Art eiuschheßhch 
des Kummerschen Konvergenzhntermms, und dem JBrtntnp der Beihenver- 
glek^ung aufzuklaren und jenes letztere Kriterium, das als Kriterium 
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gwexter Art von geradezu überraschender Allgemeinlieit bei der sonstigen 
Darstellungsweise yollig abseits stand und keinerlei Analogon unter den 
Kriterien erster Art zu besitzen schieD, aus dieser ratseUiafben Isolierung 
befreit als natürliches Glied einer folgerichtig aufgebauten allgemeinen 
Theorie erscheinen zu lassen. Es folgen Untersuchungen über die Trag- 
weiie der verschiedenen Sjiterien bzw Kriterienoffcw, Über die prin- 
zipielle Begrenefhevt der LeisüingsfcOitgTeeit aller möglidien Kntenenbil- 
dungen, über sogenannte QrenegeHete und Sdtrcmken der Konvergene und 
Divergenz — Untersuchungen, die in Verbindung mit den zuvor bezeich- 
neten teilweise geeignet sind, gegebenenfalls sm die Stelle von ZufaUs- 
erfolgen einiger Spezialknterien em zielbewußtes Operieren mit einem 
wohlgeordneten Kiitenen verrat treten zu lassen, vor allem aber dem 
Leser eine möglichst tiefe, an steh wertvolle und zugleich das Studium 
der FunJOionenlehre in fruchtbarer Weise vorbereitende Einsicht m das 
Wesen der Eeihenkonvergenz vermitteln tollen 

Die Betrachtung der Reihen mit positiven und negativen Gliedern 
fahrt zu den Begriffen der absoluten und ntcM-äbsohnten^ der wibedmgten 
und bedingten Konvergenz und zu dem Nachweise des vollständigen Zu- 
sammenfallens von alsoluter und unbedingter bzw nvM- absolvier und 
bedingter Konvergenz Daran schließt sich die Angabe derjemgen Hilfs- 
mittel, welche zur Feststellnng der „effektiven" d. h. eventuell nur be- 
dingten Konvergenz zur Verfügung stehen, sowie eine methodische Unter- 
suchung der Beziehungen, welche bei gewissen aligememen Typen bedingt 
konvergenter Reihen zwischen bestimmten Umordnungsgesetem und den 
dadurch erzeugten Wertverdnderungen bestehen. Den Schluß dieses Ka- 
pitels bildet die Entwicklung zweier Methoden, die dazu dienen, schlecht 
(d. h sehr langsam) konvergierende Reihen zum Zwecke der numertsctien 
Berechnung m wesentlich besser konvergierende umzuwandeln. 

Parallel mit dem letzten, die Doppelfolgen behandebiden Kapitel der 
vorigen Abteilung erscheint als Abschluß der vorliegenden eine ein- 
gehende Behandlung der Lehre von den Doppelreihen mit reellen Gliedern. 
Dabei wird, wie dort zwischen DoppeUtmttes und iterierten Limites, hier 
scharf unterschieden zwischen Doppelreihen und iterierten Beihen, und es 
werden die Beziehungen zwischen beiden Kategonen festgestellt, insbe- 
sondere diejenigen einer DoppehQ±e zu den aus den Zeilen und Kolonnen 
gebildeten iterierten Reihen, schließlich auch zu der aus den Diagonalen 
gebildeten einfachen Reihe Weiter erfolgt auch hier der Nachweis für 
■das vollständige Zusammenfallen von dbsoUder und unbedingter bzw. mcht- 
absdiUer und bedingter Konvergenz. Mit einer Anwendung der Lehre 
von den Doppelreihen auf die Mvltiphkahon einfach unendlicher Beihen 
und mit der Ableitung von Konvergenz- und Dvoergenekntenen fttr Dop- 
pebreihen mit nicht-negativen Ghedern schließt dieses Kapitel und damit 
auch diese Abteilung. 

München, im August 1916 
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Abschnitt ü. 

ünendliclie Eeihen mit reellen Gliedern. 

Kapitel I. 

Allgememe Grundlagen. 

§ 44 Konyergenz und DlYergenz unendlicher Reihen. — Summe 

und Best einer unendUchen Reihe. — Allgemeine Sätze üher 

bonyergente Reihen. 

1 Unter einer unbegrengten Summmfolge oder, wie man gewöhnlich 
kürzer, wenn auch weniger prägnant, zu sagen pflegt, einer unendlichen 
Meihe verstehen wir zunächst reim formal eine unbegrenzte Zahlenfolge (wj, 
deren Öheder durch das Summationszeichen verbunden sind, also: 

Wo + «*i + f- M^ + • • , 

kürzer geschrieben* 

so 


oder auch, wenn em Mißverständnis ausgeschlossen erscheint: 

Bezüglich der Bedeuiwng eines solchen eJb imendliche B,e^h^ bezeich- 
neten Symbols setzen wir nun folgendes fest Es bedöute s„ die Summe 
aller Gheder bis m„ emschließlich, also: 

n 

(1) S„-Mo + «l + - •+W„«2"'' 



Die Zahlen s„ (w = 0, 1, 2, • • ) bilden dann, geradeso wie die m„ eine un* 
begrenzte Zahlenfolge. Ist diese Jconvergent und etwa: 

(2) hms, = s, 

n-^oo 

Pringsheim, Vozleiiuigen I, S *^ 
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wo also 8 eme bestimmte Zahl (emsclibeßlicli der Null) vorstellt, so heißi; 
die Reihe ^w, Tconverg&it und s ihre Summe, in Zeichen: 

(3) 5;w,»lim V.«, -s. 

In jedem anderen Falle heißt die Reihe divergent und zwar: 

eigenüich dwergeni, wenn die Folge (s,) etgenthch divergiert, also 
lim 5„ *=■ + oo oder lim s^ «- — oo ; 

une^önifZtc^ ditergent, auch unhesttmmt oder qszillterend, wenn di& 
Folge (5,) «Me!^e«ÄtcÄ divergiert, d h. wenn lim 5„ und Tim »^ verschieden 

ausfallen; insbesondere €»ii(ic/t unZtes^'mm^ oder innerhalb endlicher Grenzen 
osgßlierend, wenn keiner der Hauptlimites lim s„ und lim s„ unendlich aus- 

fallt (anders ausgesprochen: wenn Um {5„| endlich ist). 

Obschon im Falle der Divergena eine Summe der Reihe in dem zuvor 
definierten Sinne nicht existiert, so bedient man sich der Bequemlichkeit 
halber, um alle Möglichkeiten mit einem genieinsiatnen Ausdrucke zu um- 
fassen, nicht selten der Redewendung: die Summe der unendlichen Reihe 
sei im Falle der eigentlichen Divergenz (positiv oder negativ) unendUcli 
groß, in Zeichen: 

(4) ^ity — -j- 00 oder ^ w^ — — 00 , 



bzw die Summe der Reihe sei im Falle der WMigentlichen Divergenz Mn- 
liestmmt und zwar, wenn l, L den unteren bzw. oberen Limes von s^ be- 
deutet, sie oseilliere in den G-renzen l und X, wobei evoutuell auch 
15 — — 00, i — -j- 00 sein kann. 

2 Aus der obigen Definition der JS'tTnvfr^en;? einer unendlichen Reihe 
ergibt sich sofort als notwendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz: Jedem (beliebig klein vorgeschriebenen) s > muß sich eine- 
natOrliche Zahl n zuordnen lassen, sodaß: 

(P) IVc-^«l<« ^'*= (»-1,2,3,.... 

Setzt man: 

W -^».»f? - ««+? - «n - «n+i + w.+s + • • • 4- «^+ j 

und bezeichnet 22^,+^ als emen Pa/rtUdrest der Reihe, so kann die Kon- 
vergenzbedinstuno^ auch folcendfirmpRen ongo-esTiropbftn werdeii: Tl« nml*. 



Nr 8. § 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 295 

jeder Partialresi JS„,„^^ bei vöUig willkürKcliein q lediglich dmch ge- 
eignete WaM von n numerisdi beliebig Mein werden Dabei folgt aus- 

stets auch: 



(6b) 



l^.,v+pi-|«,+f-sj<2* fttr: 1''^" 



(TgL § 22, Nr. 1, S 126), d h. es wird mit B^^^^ auch jeder spatere Par- 
tialrest fefiZ?c6i5r ÄZ«m, sodaß auch die Bedingung (6 b) als notwendig und 
(selbstverständlich als) hinreichend für die Konvergenz der Reihe an- 
gesehen werden kann 

Im übrigen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be- 
dingung auch noch andere Formen geben. Und obschon dieselben vor 
den hier gegebenen Formen (6)— (6 b) keinerlei Vorzüge besitzen und 
eher geeignet sind, den wahren Sadiverhalt zu verdunkeln, als ihn auf- 
zuhellen, so soll doch etwas naher darauf eingegangen werden, da man 
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten 
Lehrbüchern mancherlei unklares oder geradezu falsches über diese doch 
schließlich grundlegende Frage findet 

3 Bezeichnet man mit R^ diejenige unendliche JJetÄe, weiche aus 
der gegebenen durch Weglassung aUer Glieder bis m„ einsohheßhch ent- 
steht, also. 

(7) J».=_2!«, 

n + 1 

(zunächst wiederum rein formal, d h gleichgültig, ob die rechts stehende 
„Summe" eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht), so soU JB„ schlecht- 

hin der Best der B.eihe heißen. Ist dann die Keihe ^»m^ Iconvergent 
und s ihre Summe, so hat man: o 

(8) 22, - lim B,,, - hm {s -> sj 

-S-S„, 

und daher (wegen: lim(s — sj — 0): 

(9) limE„"0, d.h. lim(lim^M,)-0. 

"^ n+1 

Diese Beziehung bildet also in dem Sinne eine notwendige Bedingung 
für die Konvergene der Reihe, daß sie zweifellos erfüllt ist, wenn die 

20* 
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Reihe Jconvergiert Und da sie andererseits auct nur dann besteht, wenn 
die Keihe Iconvergieri, so ist sie in diesem Sinne auch eine Mnrdchende, 
Nichtsdestoweniger muß es als durchaus verfehlt bezeichnet werden, wenn 
man diese Tatsachen, wie nicht selten geschieht, als Kriterium für die 
ETonvergenz m den folgenden Satz zusammenfaßt: „Die notwendige und 
hinreichende Bedmgung für die Konvergenz der Reihe besteht dann, daß 
der Best U„ mit unendlich wachsendem w gegen Null konvergiert." Bei 
dieser Fassung wird nämhch in Wahrheit schon die Existene einer be- 
stimmten als Best bezeichneten Zahl B^ und damit geradezu die Konver- 
gent! der Reihe von vornherein vorausgesetgt (denn, falls JJ„ für irgendem n 
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche für jedes n, da ja die 
Weglassung oder Hmzufllgung emer endlichen Anzahl von Ghedern jene 
Eigenschaft nicht aufhebt) 

Will man der lediglich für eine bereits als hmvergent erkannte Reihe 
bestehenden Beziehung (9) eine wirkhch korrekte Form der notwendigen 
und hini eichenden Konvergenzbedingung nachbilden, so hat man zu be- 
achten, daß es sich m (9) um die Beschaffenheit emes gewissen iterierim 
Limes handelt und daß andererseits die Eosistenz emes solchen keineswegs 
diejenige des wneren Limes erfordert Man wird also die Beziehung (9) 
durch die folgende ersetzen: 

(10a) limlhm 2?mJ = 0, 

von der sich in der Tat nachweisen läßt, daß sie eme hinreichende Be- 
dingung für die Konvergenz der Reihe bildet ^) Zunächst ist nämhch 
ersichtlich, daß diese Bedmgung genau dieselbe Tragweite besitzt, wie die 
folgende'): 



(10b) lim (lim 



n + l 







1) Die NoiwendtgTcett der Bedingung (10a) bedarf keinea Beweiflea, da ja schon 
die stärkere (nämhch auadracklioh nooli das Zassunmenfallen von 

hm ^v«y und lim ^vu, 

^ «+1 ^ »+1 

verlangende) Bedingung (9) als notwendig erkannt wurde 

2) Man beachte, daß lim | a \ keineswegs nut [Em a \ idenüsoh ist, son- 

dem den größeren der Absolutwerte von lim a und lim a darstellt (bzw hetde, 
wenn Ih^a |«|bS'aJ) ^"^'' ?"*'" 



fr 8 
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st nun diese Bedingung erfüllt, so mnß zn beliebig kleinem £ > ein »2 
ich so fixieren lassen, daß: 

m + ff 



lim 



m + l 



<i 



Aus dieser letzten Beziebung folgt dann weiter: jedem soloben m 
ißt sieb ein q„ (welches im aUgememen mit m veränderlich sein wird) 
zuordnen, daß: 



m+l 



<4- ^'' 9^Qm' 



lan bat also für Q = Q^ ^^^ P °^ Cm + *^ ' 

<-f (<J-1,2,3, ), 
nd hieraus für den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen* 

^n + em + o 



m + Qm 




m + ^ + (i 


2"*' 


<h 


2^'**" 


m + l 




m + l 






<s ((J-1,2,3, ..), 
der, wenn man w + ^^ = w setzt: 



n + a 
n + 1 



Sn.a-Sn\<^ (^"1,2,3,- ), 



odaß m der Tat die Konvergmgbedtngung (5) erfüllt ist *) 

Man kann scbließhch der soeben als notwendig und hinreichend er- 
annten Konvergenzbedingung (10a) noch eine etwas andere Form geben, 
reiche darauf beruht, daß im Falle der Kowü&rgenis der Reihe 2% nicht 
ur der iterierte Limes (9) bzw. (10 a), sondern auch der entsprechende 
')oppelh.mes verschwmdet (woraus dann umgekehrt nach dem Satze (la) des 
43, Nr 1, S 284, wieder ohne weiteres das Verschwinden des tienerten 



1) Man könnte diesea Resnltat auoh so aussprechen, daß allemal, wenn 
[l (10 a) besteht, 



n+Q 



n + Q 



lim ^K Uy =* Imx ^v Wy 



«+1 



^->oo 



n + 1 



ird und eine bestimmte Zahl vorstellt. 
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Limes (10a) folgen würde) Es soll also gezeigt werden, daß die Be- 
zieliung: 

n + Q 

(11) lim ^ju^ = 0, anders geschrieben (s Gl (6))- lim B^n+g ~ ^f 

eme notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz der 
Beihe ^u^ darstellt. Ist nämlich diese Bedingung erfüllt, so lassen sich 
auf Grund der Defimtion eines Doppellimes (§ 40, S. 254, TJngL (2 a)) zu 
beliebig kleinem £ > zwei Zahlen m, r so fixieren, daß: 

I ■^.',*+? I < T für: v ^ w, (» ^ r, 
d. h: 
(IIa) |m^^i + w,^j + . +M^^^[<-i &lt: v^m, Q>r. 

Daß diese letztere Bedingung eine ftlr die Konvergena der Reihe not- 
wendige ist, geht unmittelbar aus der Yergleichung mit der bereits als 
notwendig erkannten Bedingung (6 b) hervor, da sie ja bezüghch der 
Auswahl von q geringere Ansprüche macht als diese letztere. Nichts- 
destoweniger erweist sie sich auch als hinreic^iend. Ans (IIa) folgt näm- 
lich speziell für (> ■= r imd Q'^r -\-6: 



Wm + l+«m + J+ ••+«« + rl<T 



2 

fi 



|w„+i + w„+j + --- + t*„+r+<r|<Y (<*=-!» 2,3,..), 
und daher für den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen: 

km + r+l+«« + r + > + "*+Wm + r + «7l<e (<* " 1» 2, 3, • ), 

oder, wenn man schheßlich noch m -f- r « » setzt: 

|w. + l + W,+. + --- + M. + al<« (tf-1,2,3,...), 

anders geschrieben: 

\Sn+a-Sn\<e f^' ^ - 1, 2, 3, • • - 

in Übereinstimmung mit unserer früheren Konvergenzbediugung (6) ^) 



1) Unzulängltch für die Konvergenz wäre es dagegen, wenn an Stelle der Be- 
dingung (11) nni die folgende. 

f&T jedea einzelne, übrigens aber beliebig groß zu denkende q erfüllt w&re Denn 
dieeei Bedingung -würde offenbar sobon genügt, wenn nur: 

Um tt„^i = hm w, + , - - hm u„+ - 0, 
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4. Setzt man in der nohvendtgen und hinreichenden Konvergenz- 
bedmgimg (6b) speziell (» — 1, so erhält man als eine jedenfalls notwen- 
dige Eonvergenzbedingung die folgende: 

l«.+i-Svl<2fi d h \u^^i\<28 iiüi v'^n), 
d. li • 

(12) hm tt, = 0, 

n->oo 

in Worten: die Glieder der Reihe müssen mit unbegrenzt wachsendem 
Index gegen Null konvergieren Daß diese notwendige Bedmgmig aber 
keine für die Konvergenz hinreichende ist, erkennt man leicht an dem 
folgenden bemerkenswerten Beispiele Es werde gesetzt: 



also 


Wo = 0, w,»l (v=-l,2,d, 


•), 


(13) 


"ST» 1 





00 

Die entsprechende nnendhche Eeihe ^ v — , welche als die harmo' 

msche bezeichnet zu werden pflegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft, 
daß ihre öheder schließhch gegen Ni^ konvergieren, während sie selbst 
in folgender Weise als divergent erkannt wird Man hat: 



/1^l^ 


V 9 III - - • 


■ • + - 

^ 2n 


\^^) 


«a» ^«"n + 1 ' n + 2 ' 
hm Up =•= 0, 


d h sohheßhch- 





was tatsachhch für die Konvergenz nicht ausreicht, wie m Nr 4 des Textes ge- 
zeigt wird. 

Es würde für die Konvergenz nicht einmal ausreiphen, wenn in der obigen 
Bedmgung q mit n in irgendemer speziellen von n abhAngigen Weise ins ünendhche 
wachsen dürfte Setzt man z. B. für v>2 

1 

»• V . lg * 

und Q'^pn (wo p eine beliebige natfirhche Zahl), so hat man 

n+pn 

■^n.n+pn ^ vlgv nlgn lg n ' 
n + t 

also. 

Nichtsdestoweniger lat die betreffende Reihe divergent (s § 48, Nr 8 am Endä, 
€ 828) 



300 AbaohDitt n Kap. I. Allgemeine Grundlagen Nr 6. 

Wie groß auch, n angenommen werden möge Daraus folgt aber, daß 
lim s„ — -j- oo (da die monoton zunehmende ZaUen folge (s^ nicht der 

n->oo 

KouTergenzhedingung (5) genügt) Wegen* 

n n n n 

11 11 

ergibt Bich dann weiter, daß ancli die Reihe der reziproken geraden bzw. 
imgeraden Zahlen nach + c», also eigenäzch divergiert 

Im übrigen hätten wir die IHvergene der harmonischen Reihe auch 
ans der früher bereits abgeleiteten Beziehung (s § 34, S 207, Gl (7), (9)): 

(15) lim(s„~lg(w+l)) = y 

erschließen können, da ja y eine endliche Zahl vorstellt und lim lg (m+1)=+ c» 
ist, also auch ]ims„=- + oo sem muß "■*"" 

5. Bie früher ausfOhrlich betrachteten unbegreneten systemaiii>chen 
Bruclie stellen offenbar lediglich eine spezielle Klasse von Tconnergenten 
tmendlichen Melken vor Eme Beziehung von der Form: 

(16) .j = K]=liin(ao + f + - +1?) 
konnte also jetzt durch die folgende ersetzt werden 

so 

(IT) 'Sj' 



Ebenso definiert jede der beiden Zahlenfolgen (n = 1, 2, 3, •) 

n I 

«„=•1+5^, wo:lims„-e (§ 33, S 204,01(26)), 

^.-^'(v-'gll+v))' -^oil^n-y (§ HS. 207, GL (8), (9)) 



(18) 



eine Iconvergente unendliche Beihe, Bodaß man die m diesen Gleichungen 
enthaltenen Aussagen jetet auch folgendermaßen schreiben kann: 

(19) 
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Ein einfaches Beispiel für alle m Nr. 1 für möglioli erkannten Fälle 
der Konvergene und Divergems liefeit sodann die unbegrenzte geometrische 

es 

Progression Jf- «% wo « eine beliebige positiye oder negative Zahl be- 



deutet. Aus der für jedes a geltenden Identität* 

(1 — a)(H-a+ . H-a«)-l-a«+i 
folgt zunächst, daß für jeden Wert a außer a »= 1 : 

(20) s,-H-a + ...4-a''-,----- 



1 — a 1 — « 



Ist zundchBt j a I < 1 , so bat man, wenn etwa: 

(21) I«^l-i4-|3^ "^0= ^>0. 

gesetzt wird: 



(22) 



1 — a 






nud da der letzte Ausdruck durch Wahl eines hinlänglich großen Wertes 
Yon n beliebig klein gemacht werden kann, so folgt aus Gl (20), daß in 
diesem Falle: 
(28) lim ». - , 1 



n-y» 1 — a' 



d. h, die betreifende Reihe ist Jconiergent und ihre Summe s ~ y^— • Ist 
dagegen | a | > 1 und außerdem a > 0, so kann man setzen: 

(24) «-1 + ^; wo: ß>0, 
und es ergibt sich: 

(25) -r"-«- J (! + «"*'>? •(H-(» + l)/'l, 
also: 

(26) lim s^ - + oo, 

d. h. die Reihe ist alsdann eigentlich divergent. 

Dies gilt übrigens auch noch im Falle a — 1. Hier yerliert zwar die 
sonst zur' Darstellung von s^ geltende Formel (20) ihre Gültigkeit. Man 
findet aber für cc — 1 ohne weiteres: 

(27) s^-n+l, also: lims^-oo.i) 



1) Oflfenbar h&tte man hieratiB auch die eigentliche Divergenz von J^u* im 
Falle a>l kürzer erschließen kOnnen, als mit Hilfe der Sommationsfonuel (20) 
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Ist ferner | a ] > 1 und zugleich, a < 0, also etwa: 

(28) «-.-(1 + /3), wo: ß>0, 

so wird: 

i^^j - rz^ - (- 1; — 2 +y^' 

sodaß also 8^ absolut genommen mit n ins Unendliche wächst Dabei 
ist 8^ allemal positiv, wenn n gerade, negatw, wenn n ungerade' die Reihe 
osgiUtert also in diesem Falle in den Grenzen — oo und 4- oo . 

Es bleibt schließlich noch, der FaU. a =« — 1 zu untersuchen, für 
welchen zunächst aus Gl (20) sich ergibt: 

(30) ».-4 + ^- 

Man hat also fdr jedes imger ade n: s^^'Q, dagegen fOr jedes gerade n: 
5„ » 1, und daher auch: lim s^ » 0, km s^'==\, sodaß also die Reihe in 

den Grenzen und 1 osaiUieirl, 

6. Unmittelbar aus der Definition einer hmvergentm Beihe und den 
allgemeinen Regeln über das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich die 
folgenden Sätze: 

1) Bedeutet Tt eine beliebige positive oder negative Zahl, so hmwr- 

gtert gleicheeitig mit der Reihe "Su^ auch die Reihe ^k u^ und man hat: 

(31) ^& M,=-Ä.^.W, 



Insbesondere ist also, wenn man jt » — 1 setzt: 

(32) ^•(-»,) ^'«, 



2) Gleicheeittg mit den beiden Reiheu ^u^, .S'«,. hmvergiert auch 
die folgende: ^(«, + «J bzw. ^(t*^ — vj, und man hat: 

oa es OB 

(33) 2^t^.±^>v^'-^^iK±v,). 



Das analoge gilt offenbar für jede endltcfie ÄneM von konvergenten Reihen. 

3) Setzt man: 

«0 + Wi + + M„, - U, 

V + 1 + V + 8 + + M„^ - JTi 

V + 1 + V + ^ + * + ^«r+i ^ ^»+1 
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ao konvergiei-t mit der Reihe ^u^ auch dip Reihe ^U^, und man hat: 

(34) ^rU^^^rU^ 

X 

Denn setzt man: w^, + Wj + + u^ — s„, C/i + C/j, + + 27„ = S^j so wird : 
<35) S^-^s , also, hm 5f^ =. lim 5 = lim s, i) 

y-^oo y-^-oo v-^'oo 

7. Wir -wollen an dieser Stelle noch einer Bezeichnungs weise Er- 
wähnung tun, von der wir später gelegenthch Gebrauch machen weiden 

Es bedeute. 

«-17 «*-2> «-87 • 

«ine unbegrenzte Zahlenfolge, so geht aus dem in N"r. 1 gesagten hervor, 

was man unter der unendhchen Reihe: ^ v u_ ^ zu vei stehen hat, und es 

1 
bedarf auch keiner weiteren Erläuterung, daß man dieses letztere Symbol 

-00 -1 

auch durch das folgende: ^}u^ oder auch: ^}u^ zn ersetzen pflegt. 



-1 



Ist sodann noch die unendliche Reihe ^y u^ vorgelegt, so schreibt 
man konsequenter Weise. o 



+ 00 



^*«r für: ^M_, +2«r- 

-00 10 

+ 00 

Eine Reihe von der Form ^}% heißt also dann und nur dann Tcon- 



veygent, yiremijede der beiden Reihen ^»■tc_y, ^*u^ Tconvergiert, in jedem 
anderen Falle divergent i o 



1) Man bemerke, daß duieser Satz nicht schlechGim, sondern nur m folgender 
Weise umkehrbar ist Wenn außer der Reihe J^U^ auch die Reihe ^% kon- 
•vergie>t, so hat man 

00 00 

1 

Dagegen braucht ^ti^ noch hetneswega zu lonvergteren , wenn auch J^U^ kon- 
vergiert; denn aus der Existenz eines bestimmten hms^^ folgt ja noch kemeswegs 
diegenige von hms^ ""*""' 



(Einfachstes Beispiel My = ( — 1)", also ^» w„, wie bereits gezeigt, in den 

CO 

•Grenzen und 1 oszilherendj dagegen ^ »(ua^ + ^ay+i) = 0» ^Iso konvergent.) 
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+ 00 



Mit anderen, Worten: Die Bedeutung des Symbols ^ **.- ""^<i durch, 
die Gleichung dargestellt: -« 



+« 



(36) ^ «* — Hm 5? W-* + lim 5 "v 

+* 
— lim ^u^, 

m,n^>'Oo^"~' 

— m 

WO m und n m gan0 toüllcürlicher Weise xmd una&Aä»^ voneinander ins 
unendliche wachsen. Wenn dieser letztere BoppeJhmeB als endliche Zahl 

+« 
&cisUert, so fallt er offenbar mit dem einfachen Grenzwerte lim ^ u, za- 
sammen^ und man hat in diesem Falle • ""*"* -« 

+00 +n 

(37) >3t*^«lün^w, 

— oö — n 

Dagegen darf man raic^f t«m^e%e7ir^ diese letztere Beziehung bIb De- 

+ 00 

finmonsgleicTiung für das Symlool ^ u^ betrachten und aus der Existenz 

— 00 

und JE^(2lt(^fei/ des Grenzwertes lim ^ tt^ auf die Konvergenz der mit 

+ 00 — « 

yyu^ zu bezeichnenden B^ilie schlieiBen 

— 00 

+ 00 

So ist z. B ^ , dtver^enf, da jede der beiden Reihen 

—00 

divergiert. Hingegen hat man: 

+« « « 

^^ 2v + l "" "^ ^ 2v — 1 ■*"^'' 2«>+l " 2n + l» 
-n 1 

also: 

+ M 

«->.o-^ 2V + 1 
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§ 45. Anwendungen des Ganchyschen Orenzwertsatzes (§ 37) und 
seiner Terallgemeinemng anf unendliche Reihen. 

1. Nach dem CanoliyBolien Satze in § 37, Nr. 3 (S. 230, GL (14)) 
hat man: 

(1) lim^ = lim(ö„-a,_i), 

sobald der rechts auftretende Grenzwert im weiteren Sinne existiert. 
Ersetzt man jetzt a^ durch s^, wo: 

(2) g^ « Mo + «1 + •.• + «., also: s„-s„_i-«p, 
so nimmt G^L (l) die Form an: 

(3) hm ^- lim«., 

oder auch (wecen: — »— ^* • ^ ' und lim **"* — 1): 

(4) hm "''+^ + •/ + "" =■ Km M„, 

n-yeo W-f-1 n-^«a 

m Worten: 

Das arithmetische Mittel einer unbegrenist wachenden 
AneaM helielnger reeller Zahlen, u^ hesitM den Grenzwert hm u„, 
sobald dieser letgtere im wetteren Sinne existiert ""^** 

(Beispiele: ^ 

n ' 

hm — >* Iff V ^ lim — — oo ) 

Bierzu sei noch bemerkt, daß — geradeso wie bei der ursprüng- 
lichen Form des Satzes (1) (vgL § 37, Nr. 3 am Schlüsse) — die Existene 
des ersten Grenzwertes keineswegs umgekehrt allemal diejenige des zweiten 
nach sich zieht. 

(Beispiele: «,»=•(—1)*', also: Ss„_i — 0, Sj„ — 1, lim-^ — 0; da- 
gegen: limu.=» — 1, limM„=» + l. 

Ferner: u^ - (— 1)"- lg ((v + DCv + 2)), also: 

1.2.8 i . (2m — 1) 2m , ,o , ^^ 

g>«-l-lg 2.8 A 6. 2m (2m + l) ""~^g(^^ + ^)^ 

,12. (2»— 1) 2m.(2»i + l).(2»» + 2) , .Q , Qv 

d h. s„— (— 1)" lg(»+2), hm^=0; dagegen: Hmt*.-— oo, limu„«-+oo.) 
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2. Faßt man speziell den Fall ins Ange* Lm w„ = 0, so liefert die 
Relation (4) den folgenden Satz: '•■^" 

Fwir jede im&idUcfie Benihe mit schließlich gegen Null hon- 
vergterenden Gliedern u^ ist. 

(5) lim ^' + "^ + - - + "" =0, 



n->-oo 



M + l 



insbesondere also auc^ dann, wenn die EeiJie eigentlich diver- 
giert oder ein unendliches Oreneintervall hesitsft ^) 

» 
(Beispiel: S»^, also: 5„ = >r^ und: lim^-0,wie 

sich leicht mit Hilfe des Resultates § 34, S 207, Gl (9) verifizieren laßt. 
DamaolL hat man nämlich • lim («„—lg (w + 1)) = y , also : hm ^«~-^^^-^^ » 0, 

n->oo «->■« W+1 

und -wegen: lim ^^ ^*Vt ^^ - 0, schließlich auch: hm-^-0) 

Schreibt man femer m Gleichung (4) s^ statt u^, so ist die ftlr 
ihre Gültigkeit erforderhche Bedingung, daß hms, im weiteren Sinne 

«-►oo 

existieren soUe, gleichbedeutend mit der Komergen8 oder eigenüichen' 

es 

Dwergene von ^ju^. Man erhalt also den Satz: 



i^ jede "konvergente oder eigentlich divergente Ee^ie 
^u^ besteht die Beeiehimg: 



oder anders geschrieben: 
(6 a) hm ^ ^ ^ "» -r ^ " ^ ^ 5-lim(wo+Wi4- +«„)- 

»-»■00 ' Tt-p i n->oo 

Ist nun speziell J^u^ hmvergent, also lim (mq + m^ + • + w J cewe le- 

n->oo 

Sif«mml!e ^a/iZ, so laßt sich die letzte Beziehung auch m die folgende Form 
setzen: 



1) Im Falle der Konvelrga^fi b«w Existenz eines endluihm Grenzmtervalls ist 
die Beziehung (6) offenbat selbBtrerstaiidhch 
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oder auch, wenn man alles unter den Nenner n + 1 bringt und scUieß- 
hcli nooh, der Symmetrie zu Liebe, diesen durch, n ersetzt: 

(7) hmi3Jll_5!?jL_+JL3.„0. 

n->äo ** 

OB 

3 Nacb dem eben gesagten bestehen für jede Jconvergente Beihe^ju^, 



sofern man deren Summe mit s bezeichnet, die beiden Beziehungen: 

(6) lim ^'' + ^^+ '^^" = 5 (q h. = irgendeiner bestimmten Zahl), 

(7) lim ^^±1^ +_ +JLJ^« - 

Jede dieser Beziehungen ist also eme notwendige für die Konvergenz^ 
aber keme äUein erweist sich als ausreichend Der Bedingung (6) ge- 
nügen z. B unendlich viele mnerhalb endlicher Grenzen osetUierende Reiheln, 

«0 

T^e ^{—'i^y^), der Bedmgung (7) jede dwergente Reihe, für welche 



limn-M„==ü ist.*) Dagegen sind beide Bedingungen eusammen auch 
hinreichend daßr, daß^% konvergiert, und ewar gegen die 



Summe 8 Ersetzt man namlich in (6) den Index n durch n — 1 und 
beachtet, daß* 

«0 + «1 + • • • + «n-l «= WMo + (♦»- l)«! + • • • + 1 • W„-l, 

so folgt durch Addition von GL (7): 
d h: 

00 



1) Man findet in diesem Falle. 

»-»►-. W + 1 2 

2) Z B. 1».= -4 — , vgl. § 48» Nr 8 am Ende (8. 828). 
■^ * n Ign 
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Es sei nocli ausdrücklich bemerkt, daß aus (7) allemal folgt. 

hm tt„ — 0. 

Ersetzt man nämlich in Gl (7) n durch (n — l), so folgt, daß für jedfs 
beliebig Herne e > bei passender Fixierung einer unteren Schranke 
fAr n die Ungleichung besteht: 

|1 WiH-2.M3 + .-. + (n-l).tt^_,!<(n-l)* 

Da sodann auch: 

|1 Wi+2.«j| + --- + (M-l)-»H-i + «'Mj<»f, 

SO folgt durch Subtraktion: 

I M • w„ I < (2« — 1)« , also a fortiori: | m, | < 2£ , 

d h schließlich: 

hm «^ -• 0. 

4. Die Konrergenzbedingung {!) gestattet noch die folgende Ver 
allgemeinerung. Nach dem allgemeinen (ürenzwertsatze § Ö7, Nr. 4 (S. 231, 
GL (17), (18)) hat man: 



«- -. •a^ — a. 



(8) hm^-lim ;_;■', 

faUs der rechts auftretende Grenzwert endlich ausfilUt und die h^ den Be- 
dingungen genügen: 

n 

(9) lim|6j-oo, iSi i'\'y}\K-K^A<oo 
Setzt man jetzt: 

SO hat man zunächst; 

und, wenn man hier der Reihe nach v — 1, 2, • •, n substituiert und die 
betreffenden Gleichungen addiert: 

n • 

(11) a.-«, +2^(6,- &,_,)•«..,. 

1 

Durch Einführung der Beziehungen (10) und (11) m Gl. (8) nimmt 
der obige Grenzwertsatz, wenn man noch beachtet, daß lim J* — zu 
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izen ist, die folgende Form an: 

2) lim i-^(&^_6^_^) . s,_i = hm s„, 

n-Voo "» ■^" n-»-oo 

fem lim 8^ als endliche Zahl existiert und die h^ den Bedmgnngen (9) 

nügen. 

Die anf der linken Seite von Gl. (12) auftretende Summe läßt Bioh 
n aber in folgender Weise umformen^): 

« n n 

n n — 1 

1 

w 

urans folgt weiter. ^ 

H n 

3) Lmi 2(^-^-i)-«v-i-'limif„-limf (&oSo+2&r(Sv-Sr-i))r 
id somit dnrcli Yergleichmig mit (13): 

n 

4) lim 1 (d,s, +^r K{s, - s.,_,)) - 

Setzt man schließlicli noch: 

«0 =» Wo ; im übrigen: s^ — s,_i — m^ , 
so: 

>daß jetzt die yorausgesetzte Existene emes endliclim lims, mit der 

'omergeng der Reibe ^m, zusammenfällt, so liefert Gl. (14) die folgende 
erallgemeinenmg des Satzes GL (7): 

Für jede "konvergente Beihe 2% ist. 

L5) l^p,^t«. + 6x1*1+ +Mn„o^ 

so/em «2^6 ^^ den Bedingungen (9) genügen. 



1) Über die bietbei benutzte, yon Abel beirührende Transfonuationsmethode. 
jl § 69, Nr. 4. 

PI Ti^i Vnrl tino n T 9 21 
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Da das letztere spezieü für jede poiäitiye, mit v monoton (niemalB ab- 
nehmend) ms Unendhclie wacliBende Zahlenfolge {M^ der Fall ist^), so 
ergibt sieh noch* 

Für jede konvergente Beihe ^u^ ist: 
(16) iim.^Ä±^^± ±^n^^0 

Die spezielle Annahme M^ «=■ v führt dann wiederum auf Gl. (7) 
zurück 



Kapitel IL 

Reihen mit lauter positiven Gliedern. 

§ 46 Allgemeine Eigenscliafteii. — TJnlbedingte EonYergenz. — 
Summen unendlich yieler Reihen mit positiven Gliedern. 

1 Wir betrachten zunächst unendliche Reihen von der Form J^a^ , 
•wo für jeden endlichen Wert v des Stellenzeigers: a^ > ist ^) Eine 
solche Beihe kann offenbar nor konvergieren oder eigenütch divergieren 

n 

(nämlieh nach + c») Denn die Zahlen s„ •= ^a^ bilden hier eme mit 



wachsendem n monoton gwnehmende Folge, sodaß lim 5„ entweder einen 

n->oo 

hesttmmten posihven Wert besitzt oder positiv unendlich groß wird. 

Daraus folgt insbesondere, daß bei Reihen dieser Art stets auf die 
Konv&rgene Ton ^a^ geschlossen werden kann, sobald nur feststeht, daß 

y} a^ fftr alle Werte von n unter einer festen SchranTce bleibt. 



Und ferner. Ist J^a^ konvergentf so konvergiert auch jede Reihe von 
der Form ^^m^i '^^^'^ (»>,) ®i^ö behebige aus der Reihe der Zahlen v 
Jierausgekdbene Zahlenfolge bedeutet. 



1) Vgl. § 87, S. 281, Pußn. 1. 

2) Der Yollst&iidigkeit halber eei bemerkt, daß die Resultate dieses Para- 
graphen offenbar anoh gültig bleiben, wenn eme ielu^ge (eventuell auch unbe- 
grenete) Anzahl von Ghedem Oy •-» ist Das gleiche gilt bezüglich der sog. 
Divergenz- und Eonvergenzkcitenen erster Art (■ den folgenden Paragraphen), wäh- 
rend bei der Bildung der Entenen eweiter Art die Uy als durchweg von Null ver- 
sehiedm anzunehmen smd. 
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Wahrend hiernach jede aus einer konvergenten Reihe (mit positiven 
Ghedem) herausgehobene Reihe wiederum konvergiert, so darf man nicht 
etwa Bchheßen, daß jede aus einer divergenten Reihe ^a^ herausgehobene 
Reihe auch divergieren müsse Dies gilt nur dann ohne weiteres, wenn 
die Glieder a^ stets oherhalb einer festen Schranke bleiben Ist dagegen 
hm a^ «= oder auch nur lim a^ = 0, so lassen sich aus der divergenten 

Reihe ^a^ stets auch (unbegrenzt viele) Iconvergenie Reihen herausheben 
Denn nimmt man eme konvergente Reihe ^c^ mit positiven Ghedern 
ganz willkürlich an^ so kann man aus der Folge (a^) eine andere (a^ ) so 
herausheben, daß a„ < c^ (v = 0, 1, 2, ) und daher ^a^ Iconvergiert 

OB 

(So lassen sich z B aus der divergenten Reihe ^j — unendlich viele 

Tcowvergente Reihen von der Form ^»-^ herausheben, wo m j'ede ganze 
Zahl > 1 bedeuten kann ) o 

2 Es erscheint wichtig, festzusteUen, daß die Konvergenz einer Reihe 
der betrachteten Art, sowie auch der Wert ihrer Stimme durchaus undb- 

09 

hangig ist von der Anordiung der Glieder, d h : Ist y-*'a^ =- Ä, so ist 
auch stets ^ a„ «= J., wenn man unter (wj eme Zahlenfolge versteht, 



die aus der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, • , v, • • m der Weise hervorge- 
gangen ist, daß jede Zahl v einmal und nur einmal m der Reihe der 
Zahlen »^ vorkommt 

Man pflegt dieses kürzer so auszusprechen: Eme ikonvergente IteQie 
mit positiven Gliedern ist stets unbedingt konvergent. 

Um dies nachzuweisen, werde gesetzt: 

k h 

(1) ^^«,--^*, 2%.-"^' 



Bedeutet dann (i eme behebig große positive ganze Zahl, so kann man 
stets eme positive Zahl v^fi finden, sodaß A^ alle Glieder enthält, welche 
m Ä/i vorkommen. Daher ist für jedes fi : 

(2) ä;£a,<ä, 

woraus sofort die Existenz emes bestimmten lim ÄJ^ = Ä', also die Kon- 
vergene von ^a„ resultiert. Zugleich ergibt sich aus TJngl (2), daß. 
(3) Ä'£Ä 

21» 
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Audererseits Tri ton man, naohdem jetzt die Konvergene der Beihe 

OD OD 

2r^B l^öreits feststeht, die iirsprüiigliclie Eeilie ^j'Ctv als eme Um- 



Ordnung dieser letzteren betrachten und sodann in analoger Weise er- 
schließen, daß: 
(4) A^Ä\ 

Durch Kombination von (3) nnd (4) ergibt sich daher: 



(5) 


Ä'-Ä, 


d h. schließlich: 




(6) 


«0 ea 



womit die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung er- 
wiesen ist 

Zugleich folgt hieraus ohne weiteres , daß eine Beihe mit positiven 
Q-liedem, welche in irgendeiner Anordnung divergiert, m jeder Anordnung 
divergieren muß. 

3. Man kann den Begriff der fjUmor^tmg^' emer unendhchen Reihe 
auch noch wesentlich weiter fassen, als zuvor. Jede unendliche Reihe 
läßt sich ja — nach Art jeder beliebigen unbegrenzten Zahlenfolge (s § 39, 
S. 247) — in irgendeine bestimmte oder auch in eme unl^rengte An- 

zahl von unendlichen Reihen zerlegen (z. B. y^j a^ m die n Partialreihen: 

wo» 00 

^^«n^, ^"«n^+i» •••; 2"'*»'"+««-^)' °'^^'' "^'^ Benützung des 



Beispiels in § 39, Nr. 1 (S. 249), m die unbegrenete Anzahl von Partial- 

00 M OD 00 

reihen: ^f^a^^, ^^ö^^+i» ^"«8^+8» * *; 2"^"""''*+»''-^' " ' ^' 



deren Gesamtheit zunächst rein formal eine ümordnung der ursprüng- 
lichen Reihe darstellt, insoferü die Glieder beider Anordnungen sich 
gegenseitig emdmtig entdecken Es besteht dann aber auch der fol- 
gende Satz: 

Zerlegt man eine Teonvergente Beihe m%t positiven Gliedern: 

OB 

^ a^'^Avn eine bestimmte oder unbegrengte AneaJil (n bzuo. oo) 



von Partialreihen, so hmvergiert jede derselben gegen eine bestimmte 
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Summe J.W (v — O, 1, 2, ••), und die Gesamtsumme der J.W he- 
süzt den Wert A, d.h es ist: 



^vM^^'^A bzw. 2^W=.^. 



(7) 



Um diesen Satz gleich ffir den allgemeineren Fall emer unb^reneten 
Anzahl von Partialreihen zu beweisen, möge die vorgenommene Zer- 

OB 

legnng von ^»Oy durch das folgende Schema dargestellt werden: 



W^ + <h^'^ + a.^») + • + a W + . . ) 
+ (aoW + aiW + <)+ . +a;i)-|-...) 
+ (OßW + ai«»> + «»W + •• + ««+ ..) 

+ 

+ W^ + «1^ + o^C) + . . + a M + . . ) 

+ 

wobei aUgemem: 

(8) OoW + o,« + a,M + . + aW - ^M (^"^^ J'^ ^^ "'^ 

gesetzt werden möge. 

AlHdann folgt zunächst aus der Konvergene der ursprünglichen Reihe, 
daß auch jede Portialreihe, insbesondere jede solche, welche eme Zeüe 
des obigen Schemas bildet, hmvergieren muß, sodaß man setzen kann: 



(9) >la^^^_hm^;^-^M (^.0,1,2,..) 

Man kann nun wiederum emer beliebig klein vorgeschriebenen po- 
sitiven Zahl £ eme positive ganze Zahlj) so zuordnen, daß: 

(10) A'-A^Ks (wo: ^p-^a^) 



wird, sodann zwei positive ganze Zahlen m, n so fixieren, daß der Aus- 
druck: 

(d h. diejenige Summe des Schemas (7), welche begrenzt wird durch die 
Glieder der {m + 1)*" Kolonne und der (n + 1)*~ Zeile) und umsomehr 
der folgende: 

4°^ + <' + -- +<^ für: ii-^m.v-^n 
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Glieder entihalt, welche in Ä^ Torkommen. Man hat also mit Be- Smc*- 

Lsichtigung von UngL (10): SteJ>' 

)-4.f+4'^ + - -^äI;;^^ä^>ä-s für [i^m,v^n 

Andererseits enthalt diese Summe nur eme hegrenzte Anzahl von wor^ 

»dem aus der Eeihe ^flf, und liegt daher sicher unterhalb Ä, sodaß 
doppelte Ungleichung besteht* 



X>JLf + ^^'> + .. -\-äI^^>ä-8 (fi^m^v-^n). 





nimmt 0^1. (15) die Form an: 



-) ss-»:'"^ 



und 
(16 t 

Hier 



t man hier (i über alle Q-renzen wachsen, so folgt mit Benützung der 
51 (9) eingeführten Bezeichnung: 

5 Man müßte eigenthch nach der für solche Grenzübergänge geltenden wert- 

;el zunächst schreiben: Ä ^ Ä^^^ + • + -^^"^ Das öZeicÄÄet/szeichen der < 

shemt indessen, falls wirklich unbegren^ viele mcht durchweg aus 
llen bestehende Partialreihen vorhanden smd, für jedes bestimmte v 
mtiv ausgeschlossen, da ja J-f") + + J.^''^ für jeden größeren Wert v 
derum noch mmmmt) 
Für V — >■ 6o ergibt sich, da mfolge der Monotome von 

betreffende Grenzwert sicher ex^tierty des weiteren aus üngL (13): 



(16) 



zusa> 



(17) 



) J.^^.^M>^-fi allg 

» «ndl 

l, da £ beliebig klem gemacht werden kann, schließhoh Es i 

der 



zt man hier noch für J(^) semen Wert em und schreibt: 



konc 
die 



JSW& 



(18^ 



(*■ 
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Sind im ganzen nur n Partialreihen vorhanden, so tritt offenbar an die 
Stelle der Ungleichung (12) die folgende: 

woraus dann f ür /u, — >■ oo folgt 

Ä ^ ^W + J.C1) + • • • + ^^"^ >Ä-s, 
und schließlich 

(15b) 2r^"'-irir<*-^- 



Hiermit ist zunächst der oben ausgesprochene Satz bewiesen 

Man bemerke femer, daß das analoge Resultat offenbar auch gilt, 
wenn man in dem Schema (7) zunächst jede Kolonne zu emer (wegen 
der Konvergenz von ^a^ stets konvergierenden) Reihe: 

(16) ^»r-^, (/.-0,1,2,..) 



zusammenfaßt Alsdann wird auch: 



Die vorstehenden Resultate smd zunächst noch insofern einer Vei^ 
allgememerung fähig, als man jede der Reihen ^a^ wiederum in eine 
endliche oder unendliche Anzahl von Partialreihen zerlegt denken kann usf. 
Es folgt dann in ganz analoger Weise, daß bei beliebiger Anordnung 
■der wachsenden Summationen immer wieder der Wert Ä zum Vorschein, 
kommen muß 

4. Es erscheint zweckmäßig, an .die vorstehende Untersuchung noch 
-die folgenden Bemerkungen zu knüpfen. 

Es sei statt der einfach unenMtchen Reihe ^a, von vornherein das 
jswetfach unendliche Schema vorgelegt: 

(18) \+ 

+ «0^"^ + «1^'^ + • ■ ■ + «4*^ + • • 
^ + 
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Wenn dann jede Zeüe bzw. jede Kolowne eine Jconvergente Reihe bildet 
imd die Beihe der Zeilensummen bzw der Kolonnensummen gleichfalls 
konvergiert, sodftß also: 

(18a) ^J;.a«-4, 6«.. (18b) J"" J?<'-^' 

U 

so stellt das Schema (18), in diesem Sinne genommen, eme hmvergenie 
Beihe vor, deren emedm Glieder selbst wiederum hmvergente Beihen smd. 
Andererseits kann man die Glieder des Schemas (18) auf unendlich 
viele Arten zu emer einfach- unendlichen Reihe anordnen, am einfachsten^ 
indem man dieselben „nach Diagonalen" geordnet anschreibt: 

(19) ao^ + a,(') + a/«) + V»> + o^W + a,W + 

oder auch, indem man die Glieder jeder „Diagonale'' zu emem einzigen, 
zusammenfaßt: 

OB 

(20) ^r&„ wo: &,-aoM + <-!)+ • + a W. 



Dann läßt sich zeigen, daß diese aus den sämthchen Ghedern des 
Schemas (18) gebildete einfach unendliche Reihe «gleichfalls gegen den 
Wert Ä konvergiert, sobald eine der Gleichungen (18 a), (18 b) als gültig: 
vorausgesetzt wird.^) Besteht z. B. die GL (18a), so hat man: 



und analog, wenn GL (18b) gilt: 

(21b) 2'^<J'ij<'<i;.^'«i"<A 



n 

sodaß also die aus lauter positiven Gliedern bestehende Summe ^ h^ stets 
unter emer endhchen Grenze bleibt und somit diß Reihe ^l h^ zunächst 



konvergiert, wobei es jfreisteht, auch die eineeinen Glieder a^^ &\a Glieder der 



1) Daians folgt dann nut Benützung- des Batzes von Nr. 2, daß jede einfach 
onendbche Beihe, welche die aämtliohen Gheder des Söhemas (18) enthält, gegen 
dte Summe Ä konvergiert. Denn jede solche Beihe kann ja als eine ümordnnn^ 
der Beihe (19) im Sinne von Ni. 2 angesehen werden 
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Reihe aufzufassen (Schema (19)) Faßt man jetzt aber das Schema (18) 
als eme Zerlegung der nunmehr als Tconvergent erkannten einfaöJien 
Reihe (19) auf, so folgt unmittelbar aus den Ergebnissen der vorigen 
Nummer, daß* 



(22) J;.&, 



09 OD 



(») 



~V 



d. h. - Ä, 



womit die fragliehe Behauptung erwiesen ist 

Da im übrigen, falls an Stelle der Q-leichung (18 a) oder (18 b) die 

Gleichung: ^*h^ — A vorausgesetzt wird, die Existenz der beiden Glei- 



chungen (18 a), (18 b) wieder ohne weiteres aus der vorigen Nummer 
folgt, so kann man die bisherigen auf die Konvergenz des Schemas (18) 
bezügbchen Resultate in folgender Weise zusammenfassen: 

Von den drei Gleichungen: 

00 

^^(a,^*^ + «,('-'> + . +a^(i_)^ + aW)==^ (Beihe der Diagonalen) 



et oo 

(23) { ^v ^ M a^"^ =• Ä (Beihe der Zellensummen) 



es OD 

^A ^T ^f^ "" A (Beihe der Kdlonn&nswmmen) 



etelit jede einzelne die JExistene der hetdfn anderen t*ach steh. 



§ 47 Prinzip der Beilienyergleichimg. — Allgemeine Form 
Ton Divergenz- nnd Eonvergenzkriterien. 

1 Zur Feststellung der Bivergene oder Konvergen» einer beliebig 
vorgelegten Reihe (mit positiven Ghedem) dient die Vergleichung ihrer 
Gheder mit denjenigen einer hereits als divergent oder Tconvergent er- 
.«annten Reihe 

Bezeichnet man generell das „aUgememef'j d. h. zu emem behebigen 
Index V gehörige Glied emer als 
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divergent erkannten Reüie mit d^ oder -^, 

hmvergent „ „ » ^r » c7» 

so ist leiclit zu ersehen, daß eine beliebig vorgelegte Reibe ^a^ allemal 



(la) dtvergtert, wenn: a^+^'^g-d^ 

(Ib) hmvergiert, wemi: a^+p^O- c^ 



* \ für v^» 



Dabei bedeutet n eine behebige, aber feste ganze Zahl ^0, p eine gleich- 
falls behebige, aber feste posvHve oder n^ative ganze Zahl einschließlich 
der Nidl'^ g und G endliche, wesentlich positive Zahlen, von denen 
übrigens die erstere beliebig Mein, die zweite beliebig groß angenommen 
werden darf 

Setzt man nämlich in jeder der obigen Ungleichungen der Reihe 
nach* V — «, n 4- 1 » '•»(** + p)> so folg*» durch Addition der entsprechen- 
den Ungleichungen: 

n + ff n+jp 

aus(la): ^ »r+p ^ ö' '^r^r^ 

n n 

n+q n+Q 



aus(lb): ^'0,^+p^<^ 2^*' 



n + Q 



d. h. ^gy^.p wird infolge dc^* Über die d^ und c^ gemachten Voraus- 

n 

Setzungen im ersten Falle durch Wahl von n beUebig groß, im etoetter 
beliebig Mein, woraus die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung, 
hervorgeht. *^) 

Setzt man die Ungleichungen (la), (Ib) in die Form 

(2; 1^' '''■''^'' ^J""'""' \(y^-). 

^ ^ \ C^a^+^^G: KomergeM j ^ - ^' 

so lassen sich diese wiederum noch durch die folgenden ersetzen: 
lim Dy • a^^^ > g, d. h > : Divergene, 



f-»-» 



(3) __ 

lim 0^' a^^p<.G, d. h. nicht oo: ÄJonvergene, 



1) Man kann dieses Resultat anob folgendermaßen anssprechen: 
Qleuäuiexbtg mit den Beiben ^d^, 2^* dtwrgieren bzw. JconMrgteren anoh 
die folgenden ^Qyd^^ 2^*^v^ yr&ojy die ff^^jr>0, die ö,,^ff<oo. 
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o(ier etwas kürzer geselmeben (vgl § 36, S 220, UngL (40)): 
lun Dy ciy+p>0' Divergenz, 

V->-0O 



(4) 



Die in den Ungleiolrnngen (1) — (4) zur Entscheidung der Divergenz 
oder Konvergenz von ^a^ dienliqhen Beziehungen werden als Divergeng- 
hzw Konvergenehntenen und zwar zum Unterschiede von sogleich noch 
näher zu definierenden anderen Formen als Kriterien erster Art be- 
zeichnet 

Em Kriterium von der Form (4) wird offenbar versagen, faUs fQr 
die getroffene Wahl der J)^, 0^ gleichzeitig: 

f limZ>^ a,+p-0, 

(5) — 

I lim C a , =» oo 

Die MögUcMeit, m einem solchen Falle wirksamere Kriterien aufzu- 
stellen, wird gegeben sein^ sofern es gelmgt, stets eme ckv&rgente Eeihe 

^ ^, , bzw. eme Tconvergmte ^P -^ anzugeben, sodaß 

(6) ^;>I>., OJ^G,, 
und daher auch: 



(7) 



-D/ Oy^p>-D^ ^r+p> also möglicherweise. limD/ a^+p>0^ 
GJ a^+p<:C^ a^+p; „ „ lim C/.a^^.^<cx) 



v-y« 



1) Anders auBgeaproohen Jede Bezielinng von der Form 



hm 2) a , <==> 

===•1» v + v 



'bildet eme notwendige Bedingung für die Kono&rgem, jede von der Form 



lim • a . •=• oo 



eme notwendige Bedingang fGr die Dtvergens der Beihe ^a. Dabei muß also, 
wenn die betreffenden Cfrenetoerte überhaupt ecßistieren, im ersten Falle geradezu: 



hm JD ' A . sa 0. 

im zweiten' 






hm a, a, — oo 



sem 
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2. Statt die Glieder a^_^^ direkt mit den d^, c^ zn vergleiclieii, ist es 

nicht selten für die Bechnung 'beguemr, den Quotienten — ^^i^ (welcher 

offenbar über die relative Ab* oder Zunahme der ßeihenglieder ent- 

scheidet) mit -j^ bzw. — ^ in Beziehung zu setzen. Hierzu soll der 

folgende Hilfssatz dienen: 

Sind (pj, (g^) 8wei wibegremte Folgen positiver ZaMen 
(dte für 1/ — > 00 omcä den Qremwert hAen dürfen) und %st 
für v'^n: 

(8) ^^X' 
SO giU für v'^n die Bmekmg: 

(9) IJ^^Ä-Sv, 

wo h eine geivisse posiiwe ZcM bedeutet 
Beweis. Aus der YorauBsetzmig (8) folgt zunächst für i/ ^ n: 

Pv+l ^ Py 

und daher, wenn man v sukzessiTe die Werte n, (n +1), • •, (n + 9 — 1) 
beilegt: 

oder, -wenn man -r — jb setzt* 

" ^k& ((.-0,1,2,..), 



also: 

3. Yen dem eben bewiesenen Hüfssatze machen wir nun in der 
Weise Gebrauch, daß wir einmal j), — a^^^, 2» — ^v~^} das andere Mal 
\ - O/S äf, - <»,+, setzen. 

Alsdann ergibt sich: Ist für v ^ n 

Vi-tl>. p_ ^ 80 folgt fflrv^M: a,+,^Ä.i),-S 



(10) 



d. h ^a^ divergiert, 
4- ^^» so folgt für v^n: Or^^fc-a,^„ 

also: Ä,+j,^ j-^rS ^ ^ 2c'y Icomergiert. 



Nr. 8 § 47 Allgemeine Form von Diveigenz- nnd Kouvergenzkntenen 321 
Oder, anders geschrieben, es folgt ans: 



(11) 



D^ _ *"^^ Dy . 1 ^ : JDivergenss 

"l' + J» + l / v^ \ 

^ -"^^ C^+i ^ 0* Konvergem 



"y+p + l 

Daraus gewinnt man als h/nreichende Bedingongeu: 

fttr die Divergeng: lim (d^ -^^^^ D,^i) < 0, 

für die Kmv&rgme. hm f (7^ • -''■^ C^ , i) > 0. 

Die in üngl (10) — (12) enthaltenen EJnterien sollen als Kriterien 
ewett&r Art bezeichnet werden.^) 

Bezüghch der Stellung dieser Kriterien ewetier zu denjenigen erster 
Art sei hier folgendes bemerkt Aus der Art ihrer Ableitung, bzw. aas 
den unter (10) zusammengestellten Ungleichungen erkennt man ohne 
weiteres, daß jedesmal, wenn em mit einem gewissen D^ bzw C^ zu bil- 
dendes Kriterium zweiter Art eine Entscheidung liefert, das gleiche auch 
von dem entdeckenden (d. h mit dem nämLchen D^ bzw. 0, gebildeten) 
Kriterium erster Art gilt. Das Umgekehrte findet dagegen Tcemeswegs 
statt, d h die KJnterien isvoeUxr Art können m unendlich vielen Fällen 
iiersagen, wo die entsprechenden erster Art eine Entscheidung liefern 

Denn ist etwa: 

^U-^-D,^,)-0, bzw. lm(0, ^:±£- _ ö, J =. 0, 

in welchem Falle also diese Kriterien versagen, so kann immerhin für 
v^n durchweg eine Beziehung von der Form bestehen: 

"v+pi-l "r+iJ + 1 



1) Man kann diesen Kntenen, wie hänfig gesohieht, auoli die (dnioh Multi- 
plikation mit '"^^t^ auB (11) reBultiorende) Form geben 



'v+p 



lim fjD^ - X», . 1 ^^l±i±l) <; , Dwergene 
hm f a - gy + i '*'"^^'^'^) > Kowoerger 
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anders gesoluieben: 

«v+P+i^ A^^ bzw. "H:£±i^J^ 



woraus dann (b. TJngL (10)) aUemal folgen würde 

lim.-D, -a^+j,^*, bzw lim a^-a,+,^Y, 

d. h das mit dem betreffenden D^ bzw. G^ gebildete Eritenum erster Art 
von der Form (4) liefert m diesem Falle eme Entscheidung, wahrend das 
entsprechende Kriterium 0W€i,ter Art von der Form (12) versagt.^) 

Angenommen femer, man habe fttr irgendein vorgelegtes a, bei 
passender Wahl von D^: 

(12a) Kto, -^:r±£__j9^ )<o, 

V^flo \ »v + p + l / 

sodaß also durch dieses Ejitenum die IHvergenz der Eeihe ^a^ angezeigt 
wird Aus TJngl (13) folgt alsdann, daß schon für aUe v von einem be- 
stimmten Index V = m ab eme Beziehung von der Form bestehen muß: 

i?v-^^^^--D,+i^-9, wo: p>0, 
und somit: 

(13) I>y+i'a^+p^i-I>y'a'^+p'kQ-(^,+p+i ^' v'km- 

Setzt man hier der Reihe nach i; — w», (m + 1), •* (w — 1), (wo n > m), 
so folgt durch Addition der entstehenden Ungleichungen* 

n— 1 n+p 

(14) ^n-'^n+p-'I>m'<^m+p^Q ^ »v+p + 1 - (» '^ »*, 

m m+p+X 

und hieraus fttr hm w «= oo , wegen der Divergenz von J^a^ ' 

(15) limD„.a„+ -oo. 

n->oo 

D. h 

JMemalf wemn das Bivergemhrüermm ewetter Art (12) 
eine Entscheidung heferty so Jcommt ten dem Bwergenehnterwm 
erster Art (4) der Qrensswert oo ewm Vorsckem. 

Daraus folgt dann weiter, daß das Bivergenzkntermm er^eiter Art 
von der "Form (12) in jedem änderest Falle versagen muß, insbesondere 



1) Das Versagen der Ejntenen (12) rflhrt also in diesem Falle n\ii von aer 
Ben^tmg der Ltmttea her, -während die entsprechenden Entenen in der nrsprflng- 
hoben Form (11) im gleichen Falle eme EntBcheidnng liefern 



Nr 4 § 47 Allgemeine Form von Divergenz- und Konvergenzintenen. ^28 
also auch dann, wenn limD, a oder auch nur limD„ a„ . . zwar von' 

NiM verschieden, aber endlich ansfäüt und somit das DiTergenzkntenum 
erster Art (4) eme unzweideutige Entscheidtmg liefert, i) 

(Beispiel: Da die ßeJie ^i- bereits als divergent erkannt wurde, 

so kann man setzen: 1)^ = v. Ist'dann etwa: a.„ *'~\, , so wird: 

lim i; a , ■» lim ^~~ • »a 1 

r->-oo f->ao'^ ^ ^ 

woraus die Bivergene der Reihe ^a^ unzweideutig hervorgeht Anderer- 
seits hat man: — 51±^ « ^ \ und daher: 

if.(''5^.-(''+^))-.ir-(('-T)(''+2)-(''+i))-o> 

sodaß also dieses Kriterium von der Form (12) versagt) 

4 Schließlich ist aber noch ganz besonders hervorzuheben, daß der 
oben bewiesene, zur Bildung der Kriterien zweiter Art dienende Hilfssatz 
Iceineswegs urnkehrbar ist: die Zahlen a^^^, können offenbar durchweg 
iHbet bzw. unter den Zahlen d^ bzw c, liegen, ohne daß zwischen den 

n. A 

Quotienten (Zu- oder Abnahmeverhaltnissen) — ^^^^-^ einerseits und ■^-^— 
g %+p+i % + i 

bzw — -^ andererseits irgendwdcJie feste BeewTiung besteht *) 

Der Grund, warum man nichtsdestoweniger neben den Kriterien 
erster Art solche zweiter Art m die Betrachtung emfOhrt, Hegt, wie schon 
oben angedeutet, ledighch darin, daß sie gerade bei vielen m der Funk- 
tionenlehre auftretenden Beihen ein bequemer zu ermittelndes Resultat 

a 
geben, nämhch allemi.< dann, wenn der Quotient — — sich in erheblich. 

einfacherer Form darstellt, a^s a^ selbst (z. B. wenn: »y — Po'i'i' Pv* 

Die oben entwickelten Beziehungen stellen zunächst den einfachsten 
Typus von Ejitenen erster und zweiter Art vor: man kann denselben 
durch geeignete Umformungen auch noch mancherlei andere Formen 
geben, wie später noch des näheren gezeigt werden soll 



1) Bei dem Konvergenxkntenam (12) liegt die Sache etwas anders s § 64, 
Nr 2 am Ende (S. 880) 

2) Vgl. im übrigen § 66, Nr. 1 (8. 890). 
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Im übrigen ist durch die Aufetellung der Kriterien ersfer und etoeü&r 
Art die Mögholikeit derartiger Bildungen keineswegs erscliopfl; Man 
könnte offenlaar auch andere Verbindungen von zwei oder mehr Gliedem 
der Eeihe 2<*r ^^^ ^^ entsprechenden der d^ bzw c, vei^leichen und, 
bei passender "Wahl dieser Verbmdungen, Schlüsse auf die Divergenz bzw. 
Konvergenz von ^a^ ziehen. Hiermit wäre für die Herstellung der- 
artiger EJiterien em völlig nnhegrenztea Feld eröJB&iet: allem gerade 
wegen dieser ünbegrenztheit woUen wir hier darauf verziehten, noch 
einzelne Spezialbildungen ausdrücklich durchzuführen. 

Um nun brauchbare Kriterien erster und sfioeiter Art wirklich auf- 
zustellen, kommt es nach dem bisher gesagten ledighch darauf an, die 
notigen d^ und c, zur Verfflgnng zu haben. Wir wenden uns daher jetzt 
zunächst zur Lösung der Aufgabe' JUe moghchen d^ und e,, d.1i. typische 
Formen für das oMgemem OUeä jeder divergenien hsw. honvergenten 
Beihe aufeufinden. 

§ 48. Biyergente Beihen: ^d,. — Typische Formen der d^. 

1 Eme divergefde Beihe 2^t boU um so schwacher divergent heißen^ 

II 

je langsamer ^}d^ mit n ins Unendliche brächst. 



Um diese Aussage genauer zu präziBieren, werde gesetzt: 

u 

OD OB 

dann nfennenwur dieReihe^*d/acÄM?ä«Äer divergent als die Reihe ^ d^f 
wenn: o o 

(1) <-<«., d-h lm-^-0. 

Dabei kann man offenbar, wenn p, d zwei beliebig gewählte natürliche 
Zahlen bedeuten, dieser Bedmgung auch die etwas aUgemeinere Form 
geben' 

(la) Um^-0 

(da- * ' -^ r «»id: lim^-lim^-O) 
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Ist dagegen: 
(2) <~». 

g' 

(d. h. bleibt ~ zwischen zwei bestimmten positiven Zahlen, oder, anders 

ausgesprochen, sind lim-^, lim 7- heiäe endlich xmdvmNtdlveraefaedenX 

80 sagen wir, die betreffenden zwei lleihen div^gieren gleichartig 

Da Sn) s^ mit n monoton ins Unendliche wachsen, so lassen sich auf 

— K 

hm— die Sätze von § 37, Nr 2, 3 anwenden. Beachtet man, daß 

"Sn~"®»-i "" ^n; ^» — ^n-i ™ ^n> ^® nimmt insbesondere die Relation (7) 
des eben zitierten Paragraphen (S 228) die folgende Form an: 

<3} hm^^lim-^^lim-^^hm/-.^ 

Daraus folgt aber, daß die Beziehung: 

d' 

(4) hm / = (anders geschrieben: <-<<?„, jD;>-Z>J 

eme Äznrewj7ien<^e^) Bedmgung f(ir die Existenz der Beziehimg (1), d h. für 
die schwächere Divergenz von ^d^' bildet; und daß die Beziehung: 

(5) d^ f>-j d^ (anders geschrieben: D^ f>j DJ 

eme him eichende Bedmgung für die gleichartige Divergenz yonj^dj, ^d^ 
darstellt «) 

Im übrigen bemerke man, daß die Divergenz zweier Reihen Iceines- 
wegs aUemal m dem hier naher defimerten Siime vergleiiMxxr sein muß 
Mit anderen Worten* durch die Annahme: 

«Sn, K'^Sny ««>*« 
smd Icemeswega alle Möghchkeiten erschöpft Es konnte auch sem: 
hm -^ =- 0, lim — > 0, oder: hm — = 00, hm -^ < oo, m welchen 

n->-oo *n 7i-»-oo *« n->-oo "n n-Voo *n 

Italien dann eben die Divergeng von ^d^' und ^dy überhaupt nicht 
vergleichbar ist. 



1) Dieselbe ist aber, wie ans der Beziehtmg (3) des näheren hervorgeht, keine 
notwendige Das letztere würde nur von der Beziehung gelten 

n-V« <*n 

2) Ist geradezu 

d:,^dn (also D^SD«) 
£0 folgt auch. 

8n ^ B«. 
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2. Alle möglichen d^ sind offenbar dadaroh voUstandm charakterisiert^ 
dafi d^ positiv und die Snmme von (v + 1) Gliedern: (^0 + 41+ • + ^r) 
eine wesentlich postüw, mit v monoton ins Unendliche wachsende Zahl ist 
Betseichnen ww in dtesetn Kapitel eine ZoM dieser letgteren Art ein für 
allemal mit M^ Csodaß also: M^ > M^_i > für v =» 1, 2, »S, •• und 
lim My — + oo), so kann man setzen (för v — 0, 1, 2, • • •): 

(6) ^jt d^ — Jf y (also speziell: ^o"-^o)» 





und daher (für v — 1, 2, 3, • • •): 

»--1 

/7 _ Tlf 





sodaß (für v -« 1^ 2, 3, • ) sich ergibt: 

(7) d,<^M,~-M,_„ 

d. h. das allgemeine Glied d^ jeder divergenten Reihe läßt sich auf die 
Form (7) bringen. 

UmyehehH erkennt man aber auch ohne weiteres, daß jede Zahl von 
der Form {M^--M^^^ das allgemeine Glied einer divergenten Reihe 
liefert. Denn man hat: 

(8) Jlfo+^^Ä--Jf,-i)-Jfcf., 
und daher: 

(9) M, +^(Jlf,-Jtf,_J -lim Jfcf,- -h oo 

Zugleich ergibt sich aus der Definition yon Nr. 1, daß diese Reih& 
um SU schwächer divergiert, je langsamer M^ mit n ins Unendliche 
wachst. Man kann somit als Resultat dieser Betrachtung den folgenden 
Satz aussprechen: 

Das allgemeine Glied d^ jeder divergenten Beihe läßt sich 
auf die Form: 
(7) d,^M,-M,_, 

bringen; umg&kehri ist die Jteihe mit dem aUgemeinen Glieds 
(Jfy — Jf^_ J 5fote divergent, und twar um so schwächer, je lang- 
samer Jfy mit V ins Unendliche wachst. 

3. Die Gleichungen (1) und (9) lehren, daß man zu einer Reihe mit. 
dem allgemeinen Gliede d^ ^ Jtf; — ^v-i ^^^ schwächer divergierende' 
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konstruieren kann, wenn man an SteUe der Zahlenfolge (M^) eine andere 
(MJ) von der Beschaffenlieit anbatituiert, daß M^'^M^ Nimmt man 
speziell: Jf/ = lg Jf^, so folgt also ztmaohst, daß die Reihe mit dem all- 
gemeinen Ghede (lg Jf,-lg Jf,_i) gleichfalls dw^giettxmd zwar schwächet', 
als 2iM^ - Jf,_,) Nun ist aber nach § 38, S 246, UngL (26)- 



(10) IgJf.-lgJf,.! 



M —M , 



> 






f-i 



Jf., 



und hieraus folgt zunSchnt, daß auch die Reihe mit dem ' allgememen 
Gbede: 

(IIa) eJ,»^^"^-^ ^' 



stets divergent ist, während man zugleich ohne weiteres erkennt, da^ 
sie schwacher divergiert, als diejemge mit dem allgemeinen Ghede d^ 

Was sodann die Reihe mit dem (in der zweiten UngL (10) auf- 
tretenden) allgemeinen Ghede. 

(IIb) d, ^ 3^ 

betrifft, so laßt sich deren Dwergene zwar nicht aus Ungl (10), jedoch 
m folgender Weise erkennen. Ist zunächst M^ so beschaffen, daß 
M^^^r^M^f so wird auch d^ ~ d^, sodaß aus der eben bewiesenen Diver- 
genz von ^dy auch die gleichartige Divergenz von ^d^ folgt. Ist da- 

gegen M^_^ -< M^, also: hm -4p- — oder wenigstens: Um——- — 

(NB. jede andere Möghohkeit ist ausgeschlossen, da ja für jedes end- 
Hohe v: M^_^<iM^j so enthält die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 



Jf. 



d^ — 1 ~- wnhegrenet viele Gheder, die Idiehig wenig unter der Ein- 

heit hegen, ist also wiederum divergent. 

Mit Bücksicht auf Gl (6) kann man dieses letzte Resultat offenbar 
auch folgendermaßen aussprechen: 



Mit der Beihe ^ d^ divergiert auch stets die Beihe ^ 
wo: s.'^'^d^ 



12* 
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Da aber die zweite dieser Eeihen wegen s^ — > oo stets Schacher 
divergiert, als die erste, so erkennt man, daß es Tceine Eeilie schioaclister 
Divergenz geben kann, nnd daß dieser Satz ein Mittel an die Hand gibt, 
um aus irgendeiner divergenten Beihe ^d^ eine unbegrenete Skala von 
immer schwächer divergierenden Reihen abzuleiten. 

Man kann indessen dieses Ziel bequemer erreichen, wenn man in dem 
Ausdrucke d^— itf^— Jlf,_i, wie oben lg M^, sukzessive lg, Jf,, Igg M^, • • 
an Stelle von M^ substituiert. Hierbei ergibt sich (für /5-=0, 1, 2, •••): 

lg*+i K - Igi+i -^r-i 
(wobei man nur fOr v einen Anfangswert iT jedesmal groß genug annehmen 
mnß, daß lgi+i-3f„_i^0 ausfällt) als allgememes G-lied emer dwergentm 
Beihe. Und da nach § 38, S. 246, UngL (28 a): 

80 folgt, daß die Beihe mit dem aUgemeinen Gliede* 

(1^) V> - ^^ (wobei spezieU: */) » ^^ - *,) 



t(^.-i) 



^. 



gleichfalls divergiert, und zwar erkennt man mit Benützung von (4), daß 
die Reihen ^ tf,® fax ä — 0, 1, 2, • • • eme wf^renzte Skala von sukeesswe 

n 

sc^iwacher divergierenden Reihen bilden. 

Unterwirft man die M^ noch der Bedingung: M^_^<>^M^j also auch 
h{K-d ~ A W) W. S- 246, 247, Formel (29) und (31))," so gut das 
gleiche, wie von den dj^^\ offenbar auch von den Ausdrücken: 

(!') ^-^^ = ^ (*-0,l,2,. ; 

Wählt man in (12) speziell; M,=-v + l oder in (18) M, — v, so wird: 

(14) *,m_*«__^ (i-0,1.2,...), 

sodaß also die Reihen mit dem allgemeinen Qhede: 

i- ^ 1 

V ' V lg*' f'lgvlg, y' 

eine Skala von beständig schwacner divergierenden Reihen bilden. 



Nr 4 § 48 Typische Formen der dv. 329 

4 Der im vollen Artikel als das allgemeine Glied einer divergenten 
M —M . 
Reihe erkannte Ausdruck. — ^ — - bildet nnn^ geradeso wie Jf^^j— Jf,,, 

eine tj^ische Form, in welche sich das allgemeine Glied jeder dwergent&i 
Reihe setzen laßt; nnd das analoge gilt mit einer unerheblichen Ein- 

schrankung auch für j: — =^ 

V 

Denkt man sich nämLch 8^ als Ghed einer divergenten Reihe be- 
liebig vorgelegt^ so ist das Produkt: 

V 



und wird daher fiir i/ — >- oo unendlich groß\ da es aber außerdem, 
wegen' 1 + ^y> 1^ mit v monoton zummmt^ so kann man setzen 

und daher: 

(n-do)(i+do (n-o,_o»jf,..„ 

woraus durch Division sich ergibt: 
also schließlich: 



(15) 



M, ^ M,-M,_^ 



■"■f— 1 "^»»—1 



Dieses Resultat laßt sich noch in gewisser Beziehung verallge- 
meinem Versteht man unter X eine gane heliehge positive Zahl, so diver- 
giert mit der Reihe ^ 8^ auch stets die Reihe ^ y • Auf Grund des 
eben gewonnenen Resultates kann man daher setzen: 



^ ^v-l ' 



8 M —M . 

also: 

(16) ,^,,.^_-, 

d. L. 

Bas allgemeine Glied jeder divergenten Beihe läßt steh stets 
auf die Form (16) hnngenj wo A eme leUelng cmzunehmende posi- 
tive Zähl bedeutet 

Bezeichnet femer S^ das allgemeine Glied einer divergenten Reih 9, 
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deren G^lieder für jeden Wert v ideiner als 1 sind ("Während lim d^ bzw. 
Um dy eyentuell auoh den Wert 1 haben darf), so ist offenbar aucb 

2^ — ~=- eine &iveTamte Reihe (wegen: < 1 — d, < 1 , also;' =- > 1). 

Infolgedessen kann man nach GL (15) setzen: 



also: 






1 M , M 

— ■"•»■ + 



9, M,-M,_^ M,-M,,,' 

und man findet daher: 

(17) *.-^^^^ 

als weitere typische Form für das allgememe Glied ;)eder divergenten 
Reihe, deren G-lieder für jeden endlichen Index unter 1 hegen 

Bedeutet dann schließlich d/ das allgemeine Glied einer divergenten 
Reihe mit der einzigen EinBchrankung, daß hmd/< oo, so existieren 

allemal positive Zahlen X von der Beschaffenheit, daß durchweg: ^/<A, 
also -r < 1« Alsdann ergibt sich aber durch Anwendung von GL (17) auf y : 

M —M , 

(18) K-i-- 'm 

V 

als typische DarsteUungsform aUer möglichen ^/, für die nicht gerade 
iim dj — oo ist. 



§ 49. Konrergente Beihen: ^c^, — Typische Formen der c^, 

00 

1. Eine Jeonvergente Reihe ^»c.»""g soll um so schwach&r konvergent 
heißen, je langsamer s^ — ^y c^ mit unbegrenzt wachsendem n der Grenze s 



zustrebt, d. h. je langsamer die Differenz: 

00 

$ — 8^ —2 ^1- C*^^° ^^^ »^^^' -Bn s § 44, S. 296, GL (7)) 

n + l 

mit unbegrenzt wachsendem n gegen Null konvergiert. 
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00 n 

Setzt man etwa: ^y c/— «', ^j c^'— s^, so wird hiernach diese Reihe 

0« 

sdwjädier konvergent heißen, als die Reihe ^jc^, wenn: 





s' — sL 



<1) s'-s:>8-8„, d.L lim^£:^-oo. 



n-»-OB * *• 



Und die beidoii Reihen Jconvergterm gleicharUgf wenn: 



(2) 8'-8;^8-8, d.h. 0<^^lim*-^=^^G^<oo 

Da 5,, 8^ monoton jnmehmen, also » — «„, s'— «„' «lOMoftw (gegen Null) 
<ihnehmm, so gelten für hm 2 die Sätze des § 37, Nr 2, 3 (S 226 

his 229) unter dem Texte < Beachtet man, daß: « — «h-i^C* — O — 
Ä^— s^_i — c^ usw , so nimmt insbesondere die a a. 0. mit (7 a) be- 
zeichnete Relation die folgende Form an: 

(3) lim-^<lim^^^=^':^ii^^^^^<Em-^'. 

n-Voo ''» N->-aD " "» n-*-» ' *« n->oo **»» 

Darans folgt aber, daß die Beziehung: 

c' c' 

(4) lim -2- — cx) bzw. < hm -^ < 00 

(also: c„, C„' < OJ (also: c^ <- e,, ö^ - OJ 

4; Ine hinretchende Bedmgimg dafür bildet, daß ^c^' schtodcher als ^c, 
bzw. gleichartig mit _^Cy Äiönücr<7»er^.*) 



v; 



1) Dieser besondere Fall aei S&tze des § 87 kann atioh leicht für sich be- 
wiesen werden, sodaß ea also nicht unbedingt notwendig erscheint, auf jene all- 
gemeineren Säke zu rekurrieren. Ist k, B cl,r^e^, so hat man, etwa fOr «r^w 

i^ • Cy ^ C^ ^ (r • C„ 

also: 

Hieraus für o r>- 00 : 

a' — ä' 

ff •— «„ 
-und schliefilioh* 

Jbialog Ini Falle e,\ >- c« 
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2. Die Glieder c^ einer beliebig vorgelegten konvergenten Reihe 
mit der Snmme 8 sind dadurch voilständig charaktensiert, daß s — s^ 
(wo : ffy =■ C(, + Ci + • • + O ittit unbegrenzt wachsendem v monoton gegen 
Nnll abminint. Infolgedessen kann man setzen (für v = 0, 1, 2, •••)• 



(6) 




1 

S - ** •= Jlf / 


alRo (füiv — 1, 2, 3, • 


..): 


1 
S S . Bl -— : 



'»-1 



K-1 



Subtrahiert man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt 
(mit Berücksichtigung der Beziehung: 5y-=s,_iH-cJ' 

^^j ^r°ir-T'~:zr" mm ' 

v~l V V y— 1 

Umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (-^ j^ j 

stets konvergent Denn man hat: ''"^ 

und daher: 

Zugleich lehrt GL (7), daß die fragliche Reihe auf Grund der m Nr 1 
dieses Paragraphen gegebenen Definition um so schwacher konvergiert, je 

langsamer mit unbegrenzt wachsendem n: -=t- der Null zustrebt, also M^ 

ins Unendliche wächst. Somit ergibt sich der folgende Satz: 

Das aUgemeine Glied c^ jeder konvergenten Beihe laßt sich 
auf die Form • 

(9) c,- 



M^-M. 



v-X 



M.. ' M. 



y-l 



bringen; umgekehrt ist die JReihe mvt dem allgemeinen Ghede 






stets konvergent, und ewar um so schwacher, je lang- 



samer M^ mit V ins ünendltche wadtst, 
3. Um also aus irgendeiner konvergenten Reihe ^ -, ^ ^*' — un- 
begrensct viele schwacher konvergierende abzuleiten, wird man wiederum 
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nur an Stelle von M^ solche MJ zu substituieren haben, welche mit v 
langsamer ins Unendliche wachsen, als M^. Wir setzen nun zunächst: 

(10) c' 1 llliil „ L.-JbL wo: q, ^^, 

80 Wird offenbar filr p > die Reihe ^c/ stets konvergieren Um die 
Abnahme ihrer Glieder mit derjemgen der c^ zu vergleichen, findet man 



(wegen c,»-^). 



(11) ^ = ill«L.jif^7. 

^ ^ c, 1-2, ^"-1 

1 — g** 
Für jedes endliche v hat der Faktor " wegen ff, < 1 emen 

^v 

bestimmten positiven Wert Ist sodann auch lim 2, < 1 (bzw. lim ff^ < 1), 

v->eo y->eo 

so besitzt jener Faktor für v —*■ oo gleichfalls einen bestimmten posi- 
tiven Ghrenzwert (bzw. zwei bestimmte ^positive Haupthmites). Und ist 
hm g'^ — 1, so hat man nach § 37, S 236, GL (37): 

1 — gP 

hm — — — ^ =— Q 
(bzw falls lm2y — a<l, lim g^ — 1 sem sollte, so ergeben sich für 



*->oo y-^fo 



die wesentlich posi^itcn Haupthmites: -r-zi — und ^») Man findet 



1-2 

somit in jedem Falle aus Gl (11) 



Cy »—1 ' 

oder anders geschrieben: 

M —M , 
(12j c, f^ — , 

V ^f— 1 

und man kann daher wegen der Konvergenz von ^cj den folgenden 
Satz aussprechen: 

Es Jeonvergtert stets die Beihe mzt dem allgemeinen GUede: 
für (»>0, Mt«? »war offenbar schwächer, als ^c^y fcMs q<1. 
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Übngens einschließlich v — ► oo — endliche und von INuU verschiedene 
positive Zahl bedentet^ ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden: 

aus welcher dann schließhoh als hinreichende Bedingung sich ergibt: 

i_ 

(7) bm ((7, a,^ )'»'<1: Konvergene 

Bezeichnet man nun mit {JB^ eine gerne helü^ige imbegrenete Folge 
positiver Zahlen, so muß ^B,~* entweder divergieren oder konvergieren, 
d. h. die JBy gehören entweder der Klasse der Zahlen D^ oder deijemgen 
der Cy an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen, 
völlig gleichartig gestalteten Konvergenzbedingungen folgendermaßen zu- 
sammenTasseu: 

Die Beihe ^a^ ist "konvergent, wenn eine positive Zahlenfolge (B^) 

eosistiert, sodaß 

i_ ■" 

(G) lim(J5,.a,^;;'v<l, wo: s,^yiB,-\ 

Es ist (lies ein Konyergenzkntenum erster Art, welches durch die 
schwerlich zu überbietende ÄUgemeifihett seiner Form merkwürdig er- 
scheint und m dieser Hinsicht das YoUkommene Analogen zu dem später 
zu ervmlinenden (§ 54,irngL (J), S 379) Kummersohen Eriterium (etoeiter 
Art) bildet. Man kann ihm durch Übergang zu den Logarithmen der 
beiden üngleichungsseiten (nach Analogie des Konrergenzkriteriums (E)) 
auch die Form geben. 

(H) i^-- ^g(^^-''^+p) ^o- Konvergene. 



§ 51 Beispiele für die Anwendung der Kriterien erster Art. — 

Diyergenzmaß der Beihen: ^ —^> ^i^' — 
legendres Annähernngsformel f&r die Häufigkeit der Primzahlen. 

1. Es sei* 

Man bemerkt zunächst; daß die Glieder dieser Eeihe durchweg unter den 
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% 50 Bie Kriterien erster Art. 

1. Da das allgememe Glied jeder divergenten bzw Tconvergenten Reihe 



in der Form: 



d.-j-- %^"' (§48,S.82T,ÖL(lla)), 



0' - -M-S-T - kV (S 49, S 332, Gl (6)) 

enthalten ist, so müssen sidi edle überhaupt existierenden Kntenen erster 
Art in die Form setzen lassen: 



w 



M 
1»°^- M--~M ^'+J» - fem^». • ^+p >^' Bivergene, 

v-^tD ■"'■v ^ v — t v-*-eB 

^- m' J"" ' a,+p - 1h^ ikf, • A a^^<oo: Konvergenz 



(wobei es offenbar noch freisteht, die linke Seite mit emem gerne hdiehigen, 
nur för jedes v oberhalb und unterhalb gewisser positiver Zahlen bleiben- 
den Faktor zu multiplizieren, also den links stehenden Ausdruck durch 
einen mfinttar ähnlichen zu ersetzen) 

Da aber die Reihe mit dem aUgemeinen Gliede — p^ für jeden 

positiven, insbesondere also schon für jeden heli^tg Meinen positiven Wert 
von (» (nach S 333, Gl (13)) hmvergiert, so erscheint es für die Konvergene 
von ^a^ schon hinreichend j wenn für irgendein (beliebig kleines) q>0: 

wird — eine Bedingung, welche für jedes (> < 1 offenbar weniger ver- 
langt, als die entsprechende unter (A), und die somit eine Verbesserung 
des betreffenden Konvei^enzkriteriums darstellt 

Berücksichtigt man ferner, daß auch: '' j, """* das allgemeine 
Glied einer divergenten. '~ ia-I" - dasjenige einer konvergenten Reihe 

bildet, so kann man auch statt des Divergenzkriteriums (A) und des 
Konvergenzkntenums (A') das folgende Paar von korrespondierenden 
Kriterien aufstellen. 



(B) 



im M -'u •'■,t>-!ia-2)/-a,4.,>0; 



V->-00 V 



il^ „^C a^^^^hrnM^fi-DJ-a^^^^oo: Konvergene. 
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Um hieraus eine Skala von vmmer toirksameren Kriterien abzuleiten, 
hat man nur fOi* M^ sukzessive langsamer ins unendliche wachsend» 
Zahlen M^' einzusetzen. Dabei erscheint es offenbar zweckmäßig, die zur 
Bildung des Änfang8kntmt4/ins dieser Skala zu verwendenden M^ in be- 
zug auf die Schnelligkeit ihrer Zunahme für wachsende Werte von v von 
yomherein einer passenden Beschränkung zu unterwerfen Wir führen 
also die schon früher mehrfach benützte Bedingung ein: 

(1) M,^M^_,, 

welche die Zunahme von M^ in der Weise einschiHnkt, daß j^ ** stets 
unter einer endlichen Grenze bleibt '"^ 

Substituiert man sodann in (B) Igj Jf, für M^ (wo Ä =« 0, 1, 2, • • ) 
und beachtet, daß infolge der Bedmgung (1) nach § 38, S 247, Formel (32): 



kiK-'^Et^v-i 



M —M , 



L 



-xW 



so liefern die Kriterien (B) die folgende jSX'oZa von Knieriei/vpaaren' 
(C) 



^l^ —Bf ' «t,+p > : Divergenz y 



"■^ — V -- V ■ ö,.^.. < oo : Konvergene (p > 0), 



deren Anfangskritenen (/c — 0) mit den unter (B) aufgestellten identisch 
sind Wählt man speziell M^ — v, so gehen diese Kriterien m die fol- 
genden über: 

lim L^(y)-a^^p>0: Divergenz 



(CO 



Ä«-0,l,2, 



hm Lj^iy) • (Ig^ v)^ a^ +, < oo : Konvergenz {q > 0) 

d, h die Reihe ^a, divergiert, wenn einer der Ausdrücke* 

va,+,, vlgv o,^,p, vlgvlgsV-a,+„ ... • 

stets oberhalb einer angebbaren positiven Zahl bleibt — anders ausge- 
drückt, für v—^c» einen von Null verschiedenen Limes bzw. unteten 
Limes hat. Sie Tconvergiertj wenn für irgendemen Wert p > einer der 
Ausdrücke: 

stets unter einer endlichen Grenze bleibt — anders ausgedrückt, für v— ► oo 
einen nicht unendhohen Limes bzw. oberen Limes besitzt Das Anfangs- 
kriterium dieser Skala rührt von Oauohy her, die übrigen wurden un- 
gefähr gleichzeitig von A de Morgan und Ossian Bonnet aufgestellt, 
finden sich aber auch schon in einer nachgelassenen Note Abels. 
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2 Statt der bisher aufgestellten Knterienpaare kann man auoh so- 
genannte disjunJctive Kriterien erster Art bilden, d b. solche, bei denen 
die Prüfung eines einzigen Ausdruckes gleichzeitig zur Feststellung der 
Divergenz oder Konvergenz dient, sofern das betreflfende Kriterium über- 
haupt eine Entscheidung liefert. Als Ausgangspunkt diene hierbei die 
folgende Bemerkung Ist a eine beliebige positive Zahl > 1 (also: lg a>0), 
30 erkennt man leicht die Konvergeng der Keihe mit dem allgemeinen 
GUede: 
(2) ■ " "-' 



Denn man hat (nach § 38, S. 239, Ungl. (1)): u^* — c'»« '^y > Jf^? (fftr 
jedes positive g), also: 



M^ — M^_, M„ — M^ 



Zugleich sieht man ohne weiteres, daß die Reihe mit dem allgemeinen 
Glieds (2) f ür Ä — 1 und a forttori für a < 1 divergiert 

Infolgedessen ergibt sich für eine beliebige Reihe ^a^ : 

Divergenz, wenn für v ^ w und ein positives « ^ 1 : «, +p ^ — ** ""^ , 

M —M 
Konvergene j wenn für v'^n und irgendem a > 1 ■ a^ + j, ^ — *' "" , 

oder anders geschrieben: 

Divergeng, wenn für a< 1 



(3) 



Kimvergene, wenn für a> 1 






^^,dh. schließlich:^!, 



und, wenn man wiederum nur die betreffenden Grenzwerte für v -^ 00 
in Betracht zieht: 

m\ iTm iyZI5±ZZ I ^ ^ • ^'"'"'Senz, 

^^ ^V K-^y-i l <1: Konvergenz.^) 

1) Dabei genügt zur Dwergens die Existenz der fraghohen Beziehung fOr den 
unteren, zur Konvergenx fSr den oberen Limes Das Divergenzkriterium exleidet 
beim Übergange von (8) zu (D) insofem eine gewisse Mindemng der Tragweite, 
als die in (8) noch zul&ssige Annahme a *« 1 bei Benützung der Limesform in Weg- 
fall kommt (vgl die analoge Erscheinung § 47, S. 821, Formel (11), (12) und S 822, 
Fußn 1). Im übngen bemerke man noch, dafi die Dtvergenzh^ämgasig (D) offenbar 
nur erfüllt sein kann, wenn: 

während doch infolge der Divergenz von^(2f„ — ^v-i) di© Divergenz von ^a^ 
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Aus dieser FundamenUüform des disjunUiv&t Kriteriums erster Art 
kann man wiederum Skalen yon schäcferen Eritenen ableiten; indem man 
Ton einem irgendwie fixierten M^ ausgehend an Stelle von M^ sukzessive 
immer langsamer ms Unendliche wachsende Zahlen Jf/ einfdhrt Hierbei 
erscheint es für die praktische Anwendung zweckmäßiger, die Unglei- 
chungen (3) bzw das Ejriterium (D) in der Weise umzuformen, daß man 
auf beiden Seiten der betreffenden. Ungleichungen die Logarithmen der 
reziproken Werte büdet. Es folgt auf diese Weise aus UngL (3): 

( DivergenjSj wenn für a ^ 1 hg — !!:il j ^ lg «, d, h schheßlioh: ^0 

\Konvergeng,w&nnfüx a'>l\ -^^ — |^lg«>0, 

sodaß das Eiiterium (D) in das folgende (m Wahrheit nur durch die 
Schreibweise verschiedene) übergeht: 

— ^ a.+p j <Q' I>ivergem, 
^ ^ vVoo ^v 1 > : Konvergenz. 

Die M^ hatten bisher keiner besonderen Beschrankung zu genügen. 
Führt man jetzt wiederum die Bedingung M^'^M^_y ein und substituiert 
Ig;^^.! Jf, (wo Ä;-=0, 1, 2, • •) für M^, so kann man die auf diese Weise 
aus (E) resultierenden Eritenen, wegen: 

M —M , 



lg*+i ^v — lg*+l ^r-\ ~ Lj^(M;) > 
durch, die folgenden ersetzen: 

^ ^ r":;^ %+i ^y I >0: Konvergenz. ^ f > > ^ 



Bobou gesichert ist, ^enn nur: 

daß aber anoH dieses letztere Divergenzkritennm noch eine merJchche VerseJUechte- 
r%ing des iMnjprUngliehen Divergenzkritennrns (B) yoratellt. Hiemach erweist sich 
das Divergetukntenxaa. (D), soweit seine praktuohe Brauchbarkeit in Frage kommtr 
als wertlos. Mchtsdestoweniger besitzt et eine außerordmthche prinxtptelle Be> 
dentong, die auf der (flbngens in gewisser Weise noch yerrollkommnnngsfähigen) 
EinheUlushkat des zor Prflfting von Divergenz und Konvergenz dienhohen Ans- 
dmokes beraht: näheres hiertlber (für die besondere Wahl 3fy — y) s. in Nr. 4 
dieses Paragraphen. 
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Das fQr Jc^O resultierende Eriterimn, nämlich: 



M —M , 



lim 



lir ( 

-flfy fly^y <0: Divergme, 

lg-^„ I >0: Kofwerg&Mf 



kann wegen: lg j, lg — !^- — ^^ Igjf^ auoh folgender- 



maßen geschrieben werden: 



M —M , 



(^.) ,¥.'%%^l;;: ''^"'" 



während die übrigen Kriterien der Skala (F) (ä — 1, 2, 3, • ••) wegen: 

sich in die Form setzen lassen: 

^'^ -^ ÜT;:^;: |>1: Jr^nt^er^«»^ (&-l,2,3....). 

3 Es yerdient hervorgehoben zn werden, daß das Dwergensikriib- 
rium (Fj) eine etwas gering&ref dagegen das Kmvergenfikri\AT\xkm gmau 
dies^Ebe Tragweite besitzt, wie das entsprechende (d. h mit demselben Jf, 
gebildete) in (B). Liefert nämlich das DJeer^gwurkziterinm (F^) eine un- 
zweideutige Entscheidung, d. h. hat man: 

Jlf„-Jf„ . 

lg ' ' * 



IST— 3^^iL_<i, 

SO muß schon yon einem bestimmten Index ab, etwa ffir v'^.i eine Be- 
ziehung Toh der Form bestehen: 

lg ^'-"'-' 

l/y ^l->, wo ,>0. 

Daraus folgt dann weiter, daß fQr y ^ »: 

1 1^ 
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also schließlich: 

A. h. das Diver^enjeikriterium (F^) kanii nur dann eine Entscheidung liefern, 
wenn bei dem entsprechenden in (B) geradezu der Grenzwert oo erscheini 

Es versagt also schon, wenn nur lim ,, _ j!!, a^^ cn^tcÄ unAtJo» 

JVu2/ verschieden ausfallt^), in welchem Falle das Dtver^eM^^kritennm (B) 
noch wirksam bleibt. 



1) Dies kann aocli durch analoge Schiaaee, wie die eben angestellten, leicht 
direkt bertntigt werden Int nämlich 



«0 hat man zwar für aUe v'^n- 



y r — 1 



ay.j,>g — B, 



dagegen fdr unendltch vtde m. 






Ans der «rsfen dieser Ungleichungen folgt dann fQr alle v'^n 

< 



M^—M,_^ M^ 



lg 






IgJf, ^* IgiJf, ' 

-and analog aus der e wetten für unendlit^ viele m^ 



Ig 



niv m^ — 1 

V+j» ^1 ig(^4-«) 



Daraus ergibt sich aber, daß 



lg 



M,-M, 



v-l 



^r + P 



lim p-lf^ 1, 



d h das Dtver^dni^knterium (FJ versagt in diesem Falle 
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Gibt aadererfleits das Konvergeneknterivim (Fj) eine BntBch.eidung, 
d h, hat man: 

M —M , 

lg 



lim p^+P > 1 



und daher auch schon für v ^ «: 



a. 



80 folgt m ähnlicher Weise, wie oben: 

also auch' 

^^™ M ^M ^*+P ^ ^ ' 

d h. das Konvergenekrii&nxim. (B) liefert dann gleichfalls eine Entschei- 
dung Umgekehrt' Ist das letzt&re der Fall, d. h weiß man nur, daß. 

SO hat man für v ^ « durchweg: 
also: 

und somit schließlich: 

lg 5-^.1 

d h das Konvergmdkxi\jsn\xm. (Fj) ist ebenfalls entscheidend 

4 Setzt man wiederum in (D), (FJ, (F,) Jbf, — v, ^ ergeben sich 
die folgenden spezielleren Ejitenen* 

> 1 : Divergene, 



y^ f >1: 



Konvergene 



lg ^ 



^ ^ "^ ;^^ ^g " 1 > 1 : ' Konvergenz 



23 
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lg ' 

(P,') ^^^=lWjW,f<l: Oiverge»,, (j_i g, 8,...). 
r^oo ^8*+i* 1>1: Konvergenz. 

Die beiden ersten dieser Kriterien rühren von Gauohy, die übiigeb von 
Bertrand her. Sie bilden zusammengenommen eine Skala von immer 
wirksameren Kriterien, wie aas ihrer Herleitung hervorgeht und auch, 
unmittelbar erkannt wird, wenn man das Kriterium (D') auf die Form (E)^ 
die Kriterien (Fi'), (P,') auf die Form (F) bringt, sodaß sich ergibt: 

Ig-^ 
(E') ü^ «.-Hp f<0: Divergenz, 

r^oo * (>0: Konvergene. 

lg ' 



(F-) E£ y-^W «»' -D»'»'»^. (i_o,l,2,..). 

v^o« ^STi+i* l>0: Konvergenz. 

Bezüglich des Kriteriums (D') — des sog. Cauchysdhen Fundamenttd-' 
kriteriums erster Art — sei hier noch die folgende (für die Theorie der 
Potenzre^en besonders' wichtige) Bemerkung gemacht. Man kann danach 
zunächst auf die Divergenz von ^a^ schließen, wenn: 

lim Vä^ — -i > 1, 
oder: 

(weil ja im letzteren Falle umsomehr: lim }/a^^ > 1 wiid) Es erweist 
sich nun aber für die Divergenz von ^a,. schon als ausreichend, wenn nur:: 
(5 a) iml/^-^>l 

♦■-»■CB 

ist. ^) Denn in diesem FaUe gibt es für jedes £ > wibegrenzi viele 
Glieder a. , derart, daß: 

Und da man hierbei e so klein annehmen kann, daß auch noch: 

A-e> 1, 
so wachsen die Glieder a^ ^^ mit n», über jede Grenze, sodaß also 

1) Wobei also lim j/a^^ auch >< 1 lein datfr 



»"-►• 
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J^tty dtvergierm muß.^) SelbatTerständlicli genügt es andererseita für 
die Konvergems von ^a^, wenn* 



(5 b) limy^<l, 

r-j-oo 

Bodaß also Bohließlicb. überhaupt nur der obere Limes von Vci^ in Be- 
tracht kommt und ein Versagen des fraglichen Kriteriums nur dann em- 
tritt, wenn: 

V->00 

5 Das in (D) bzw. (E) enthaltene £ont;er^en£rkriterium gestattet 
noch eme gewisse , theoretisch interessante Yerallgememerung Setzt 
man in (D)* 

M, - Jf,_x - Dr' (v - 1, 2, 3, . .) Jfo » 2>o-S 
also* 

V V 

1 

so nimmt das Koiwergeneknixirmixi (D) die Form an* 

i_ 

(6) lim (D^ ("'v+p)**' < 1 • Kanvergeng. 

Dabei kann D^~^ — da die M^ bei der Aufstellung der Formel (D) 
keiner besonderen Beschränkung unterworfen waren — nach dem Satze 
von § 48, Nr 2 (S. 326, Gl (7)) das allgemeine Glied jeder heltebigen 
divergenten Reihe bedeuten. 

Sei nun femer G^-^ das allgememe Glied einer lehehigen hmvergenten 
Beihe, so ist es für die Konvergenz von ^a^ gleichfalls hinreichend, wenn 
von irgendeiner bestimmten Stelle v ab* 

■und diese Bedingung kann, da s^ " ^ C^~ ^ eme für jedes v — hier 



1) Der Grund dieses Yerhaltens hegt offenbar darin, daß hier die znr Ejitenom- 
bildung herangezogene VergUtchsreihe aus lauter Ghedem besteht, welche sdhließ- 
hoh ins Unendlvshe waohaen, luid daß daher jede aus ihr herausgehobene Seihe 
gleichfalls divergiert, was im nllgemeinen nicht der Fall zu sein braucht, wenn die 
Gheder der divergenten Reihe Bchheßhch gegen Null konvergieren oder auch nur 
den unteren Lhnes Null haben (s § 46, Nr. 1, S 811). 
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übrigens einsohbeßlieh v — > oo — endliche und von Null verschiedene 
positive Zahl bedeutet, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden: 

(0, «,+,)'" <1, 
aus welcher dann schließlich als hinreichende Bedingung sich ergibt: 

j_ 

(7) lim (C^ ■ «, +,)'•' < 1 : Konvergenz 



V-^to 



Bezeichnet man nun mit (B^ eine gam hdi^yxge unbegrenete Folge 
positiver Zahlen, so muß JSB~^ entweder divergieren oder Tconvergieren, 
d. h. die B^ gehören entweder der Eüasse der Zahlen B^ oder deijemgen 
der 0^ an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen, 
yoUig gleichartig gestalteten KonTergeazbedmgungen folgendermaßen zu- 
sammenfassen: 

Die B/eihe ^a^ isi konvergent, wenn dne positive Zahlenfolge (B^) 
existiert, sodaß: 



(ß) lim (J9, . a,^;/^ < 1 , wo- s, = >* Bf^ 



Es ist dies em Konvergenzknterium erster Art, welches durch die 
schwerlich zu überbietende Aügemevtiheit semer Form merkwürdig er^ 
schemt und m dieser Hinsicht das Tollkommene Analogen zu dem später 
zu erwähnenden (§ 54, üngL (J), S 379) Kummerschen Kriterium {eweüer 
Art) bildet. Man kann ihm durch Übergang zu den Logarithmen der 
beiden üngleichungsseiten (nach Analogie des Konvergenzkritenums (E)) 
auch die Form geben: 

(H) iTm ^g^^^/^+p) < Konvergenz, 



y->-90 



«- 



§ 51 Beispiele für die Auwendniig der Kriterien erster Art, — 
BlTergenzmftß der Beihen: ^— ^, ^^^f^-" 

Legendres Annäherimgsformel für die Häufigkeit der Primzahlen. 

1. Es sei: 
(1) «^" v4ff ^ ('"=-1,2,3, ..) 

Man bemerkt zunächst, daß die Glieder dieser Reihe durchweg unter den 
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entspreoheiiden der liarmonisclieii Reihe (§ 44, Nr. 4, S 299), dagegen 
Ton einer bestimmten Stelle ab stets vber denjenigen der Reibe ^ —rr- 

liegeD, wie W>em ancb. die positive ZaM (» angenommen werden mag 
Im übrigen ergibt sich* 

(2) lim V • Oy =-lim— j-»*-lime * — 1, 

r->oo T->oe — v->aD 

Bodaß also die betreffende Reihe auf Ghrund des ersten Divergenzkriteriums 
der Skala (C), § 50 (S 336), dtvergtert.^) 
2 Setzt man' 

(3) "'"Ö^ ("-2,3,-), 
SO hat man: 

(4) (lg vy« " ■= (e^« ") '« " - (e^« i«.»' - i/ie. »-^ 
also: 

(5) hmv^+9 a.^hm !: =0, 



d h die Reihe ^a^ ist anf Grund des ersten Koavergenzkriterinrns der 
Skala (C) komergent. Das gleiche gilt allgemein, wenn gesetzt wird: 

^'^ "'-^ (*-l,2,3,- ), 

wegen: 

(7) (Ig^vY'" ^ (e^k+i^y^" ^ v^k+i\ 

Dagegen wäre die Reihe mit dem aUgemeinen Glieder 
divergent Denn man hat: 



1) Wie BUB Nr. 8 des vongen Faragiapheii hervorgeht, muß das di^unktwe 
Erltenam der betreffenden Stufe, also das Enterixim. (FjO hier versagen In der 
Tat findet man 



hm-:-^^ = lim(n--l).i«^-l. 
^» lg* y-»-»\ •'/ lg* 



Man müßte also das ntLohst höhexe Knieziom (d h. (F,') fdr Jb » 1) anwenden und 
findet alsdann 

lim — T-^^ — - «= lim — ^ — 0= . Dwergeng. 



*->-0B 



Igj* y-^ooVlg^V 
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(9) a, - c-f^fc")', 

(10) V'a^^e^9v-<^yY^e \ i«" /, 
folglich mit Benützung von § 38, öl (2), S. 240- 

(11) lim v a^=-oo. 

Hieraus folgt noch a forhori, daß auch jede Reihe von der Form 
2 (^^^^1,1^ (*-l,2,3,.. ;A-1,2,3, ') divergiert 

3. Die Eeihe mit dem allgemeinen öliede: 

ist konvergent für tf > 0, äwergent für tf ^ 0. 

Man hat nftmhch nach § 38; Nr. ö (S. 247, Gl (36 a)): 

und wenn man diese Gleichung in die (1 + tf)^ Potenz erheht: 
(14) ]imL,(vy+'''a,'»l, 

woraus wieder mit Benützung des Kriteriums (C) die Richtigkeit der 
obigen Behauptung hervorgeht. 

Das analoge gilt fdr die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 

(s. S. 247, GL (36 b)). 

00 

4. Wir fanden früher, daß die Reihe ^| Ig *'"^ j Iconvergieri 

1 
(ihre Summe war die Eulersche Konstante y: s. § 34, S. 207, GL (8), (9) 
und § 44, S 3(X), GL (19)). In gleicher Weise konvergiert nun auch die 
Reihe mit dem aUgememen Ghede: 

welche offenbar fOr ^ => in die eben erwähnte übergeht, falls man 
wiederum den Symbolen Ig^v, Lq(v) die Bedeutung von v beilegt. 
Aus § 38, S. 246, TTngl. (28) folgt nämlich für If, - i^ + 1 : 

(1*^) i^>Wi(''+i)-i«*+iM>i;(;q^ 
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.also: 

und süliließlich: 

(19) 0<(^-lgiM^)<(^-2^^), 

iroraas unmittelbar die Ziimver^enier der fraglichen Beihe resultiert, da ja 
•die Reihe "^ (tTT ~ L ( 4-i\ ) *^ solche von der typischen Form 

Bezeichnet man etwa mit m;^ die Jcleinsie posithe gange Zahl, fQr 
ivelohe Igt fn^ positiv ansfällt, so kann man also setzen: 

-WO «j eine bestimmte po^ihve ZcüU bedeutet, welche für Ä — (also: m^ «■ 1) 
m die JE'uZerscAe Konstcmte übergeht. 

Schreibt man Gth (20) folgendermaßen: 

» n 

(21) ^Um{^^-.;^.(lg»^.i(v + l)-lg,^.,(^))}-s„ 

mt mj, 

80 folgt, daß- 



(22) Hm{^^^-lg»+i(n + l)}-«j~lg,+i(m^, 

oder — wegen lim (Ig^+iCn + 1) — lg* +i (»»)) — — auch: 

Die Beihe: "^-^jr (^ — 1; 2, 3, • •) divergiert also m der Weise, 

N 

•daß die Differenz: ^ r. / n ~~ ^*+i(**) *'*®**' emWicÄ bleibt und fOr 
n— >(x> einen bestimmten Qrentwert y^ besitzt. Es gibt also Ig^^xi^ 

n 

ein genoMcs Maß für die Divergent der Beihe: ^ y. . > für n — >• oo 
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in dem Sinni,, daß nicht nur der QuoUeni dieser beiden Zahlen mit un- 

n 

begrenzt wachsendem n der Grenze 1 zustrebt (also: 5?^^^lgi+iC»))r 

Bondem daß geradezu ihre Differenz gegen eine beatmunte Zahl y* kon- 
■»ergiert 

ö. in ähnlicher Weise läßt sich auch das genaue Ihvergenjumaß der 

OD 

■^®^® ^r -rz^ i^o: 0<(f<l) hestunmen. Setzt man namhch : 
(24) ».-7^-7f('' + l)'-«'l 

SO läßt sich zunächst zeigen, daß ^a, hmergtert. Nach § 31, Nr. 5 
(S. 193, Fußn.) hat man: 



l\9 



(25) (l + i) 

und daher^ 



<i+f. 






(26) i((i+4-r-i) :;_ 

also schließlich: 

-woraus in der Tat die Kowaergens der Eeihe ^a^ resultiert, etwa:: 

J^v €t^ *= Ä^P^. Man hat nun femer: 

1 

11 1 

(2«) -i'7^-^' + 7' 

1 ^ 

und daher: 



— . 1 
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Da übrigens: 

(SO) („ + l)^-»f-»*((l + |-)'-l)j>°^ ^ ,_ 

SO folgt, daß: 

(31) lim((«+l)f-««')=.0, 

n->0D 

und man kann somit Gtl (29) aucli durch die folgende ersetzen* 

(32) i^{^ 1 _^)_yW, 

sodaß also — m dem oben angegebenen Sinne em genaues Maß für dte 
Jhvergene der Reihe ^ ■ abgibt Setzt man die hier auftretende 

jmmJ ff ? 

Differenz m die Form: 

so erkennt man leicht mit Hilfe der oben benützten Ungleichungen (D) 
und (A) des § 31, daß jedes einzelne Glied der letzten Summe, und somit 
auch y^<l) negativ ausfällt, wahrend andererseits GtL (29) zeigt, daß 

y{fi) > sein muß 

6 Wie m § 6, Nr. 1 (S 84) gezeigt wurde, ist die Reihe der Prim- 
wählen, d L deijenigen ganzen Zahlen p^, welche nur durch s^ch seihst 
und die Emheit teilbar sind (jPi= 2, jPj — 3, jPg — 6, jp^— 7 usf), eine 
vmbegrengte. 

Die Änäohl der Primzahlen p^, welche irgendeine positive ganze 
Zahl n nicht iiberst&igenj nimmt also mit n unbegrenzt, aber, wie die direhte 
Mecihlung der Primzalilen gelehrt hat, in sehr unregelmäßiger Weise zu-^ 
oder anders ausgesprochen: bezeichnet man mit P{n) die AnealU der- 
jenigen Primzahlen, welche ^n sind, so gelangt man auf dem ange- 
deuteten empirischen Wege zu der Vermutung, daß der zwischen » und 
P{n) bestehende Zusammenhang cmßerst verwickelter Natuar sein muß. 
Denselben durch eme exakte, aber naturgemäß entsprechend komplieterte 
Formel darzustellen, ist im wesentlichen Riemann mit Hilfe funttionen- 
theoretiBcher Methoden, insbesondere durch Anwendung der komplexen 
Integration gelungen, allerdings auf Grund gewisser, lediglich auf Ver- 
mutung beruhender Annahmen, deren eme auch heute noch nicht voll- 
ständig bewiesen ist Dagegen hat schon Legendre durch Induktion 
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«ine aelir einfache Ännähenrngsforntel gefunden, welche innerhalb verhält- 
nißmäßig weiter, mit der Erfahrung verglichener Zahlengrenzen (von 
1000 biB zu 3 Millionen) der Wahrheit sehr nahe kommende Resultate 
liefert Dieselbe lautet: 

(34) n«)-^^-^»), 

wo: (7— 1,08366, und | A(w)| eine im Vergleich zu w und P(n) lerhaltnis- 
maßig kleine Zahl bedeutet, sobald man nur n einigermaßen groß (etwa 

»^1000) annimmt (z B. A(IOOO) 3, A(10 000) - 0, A(100 000) =« i, 

A(1000000) = — 42). Setzt man m der obigen Formel »— p^, wo 
wiederum p^ die v*« Primzahl bedeutet, so wird P(pJ -" v, und daher: 

Daraus laßt sich folgern, daß die Beihe derjenigen Zahlen 2„7 welche 
durch die folgende G-leichung definiert sind^): 

zum mindesten innerhalb gewisser Grenzen naiherungsweise mit der 



1) Der Beweis dafOr, daß diese Definition überhaupt einen Sinn hat, daß also 
zur Folge der natfirhchen Zahlen v, zam mindesten von einem bestimmten v ab, 
eme (übrigens beständig wachsende) unbegrenzte Folge von Zahlen q^ gehört, be- 
ruht auf der (mit Benützung sebi einfacher, hier jedoch noch nicht zur Verfügung 

stehender analytischer Hilfamittel beweisbaren) Tatsache, daß der Ausdruck ^ — = — j^ 

(welcher für g = e° + ^ ebenfalls den Wert e^"^^ hat) gleichzeitig mit 2 > c^"*"^ 
monoton wachsend jeden, insbesondere also jeden ganeeahltgen Wert v'^e^'^^ ein- 
Ttial und nur einmal annimmt, daß also umgekehrt z^i jedem v'^e^'^^ etn und 
nw etn Q^'^e^'^^ gehOrt 

um die Abweichung der Zahlen gi^ von den p^ abzuschätzen, findet man zu- 
nächst aus Gl (86), (86)' 

2 P I 

igaZ-c ~ igpZ-c " ^^*^' 

also' 

«.(lgJ',-0)-j),ag3.-C)-A(i»,) (lgj»,~0')(lgg,-O), 

anders geschrieben: 

Nun ist (s § 84, üngl (S), B. 206) 

^v-Pfy 



^giy — kPp\ = 



'4 

Pp 



lg(l 



Pr 



"Und es ergibt sich somit, wenn man v yon Tomherein groß genug annimmt, daß 
lg(Pv— Ö)>0 ausfällt- 
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Reihe der Fnmedhlen p^ übereinstimmen wird. Es bietet darnach 
einiges Interesse, die Divergenz bzw Konvergenz von Reihen der Form 

^, -— , y^ — i usw zu untersuchen Dabei können -wir noch, ohne 

die fragbche Untersuchung merklich zu erschweren, an die Stelle der 
Zahlen q^ einen etwas allgememeren Typus von Zahlen r^ setzen, welche 
«mer Gleichung von folgender Form genügen^): 

<37) 



Hier bedeutet A^ eine Zahl, welche für jeden Wert von v zwischen zwei 
«ndlichen positwm Zahlen enthalten bleibt; B^ eine (positive oder nega- 
tive) Zahl (inkl. 0), deren Absolutwert mit unbegrenzt wachsenden Werten 
von V auch m gewisser Weise unbegrenzt wachsen darf, höchstens aber 
in dem Maße, daß: |J5^| -<lgy^ und daher, zum mindesten von einem 
bestimmten Werte v^» ab, stets A^ \gr^-\- B^^O ausfällt Die 
Zahlen r^ gehen dann m die oben mit q^ bezeichneten Zahlen über, wenn 
speziell' A^ — 1,5,^*=» — O gesetzt wird. 
7. Bringt man Gl (37) auf die Form: 

(38) i; = 



r. 



430 folgt zunächst, daß: 

Igv - Igr, - Igjr, - lg(^ + ^), 
und daher* 
(39) lim^»l, also: Igr.^lgv, 



1 -yoo 



lg»-« 



\ Py I / 

acp ) 

oder auch, da *-(^EPv — ^ ^^ hinlänglich große p^ namenach Verhältnis- 

^^ A(jp„) 
IXein wird, der Ausdruck 1 -| — (Igp^ — G) dann also jedenfalls jposiÄio 

Py 

iy-Py\ ((l - ^^ (^iPy - (7) - l) < 1 ApJ (Igp, - 0)», 

und daher acUießhch 

l2v-J>J ^ \^^y)\Q^EPy-Cy 



ausfällt - 



Py ^ iPy - MP;D agj>, - 0) -P, ' 

«odaß also \g[y—Py\ im Yergleich zu p^ veiMltniemäßtg hUtn vmd 

1) Der Beweis für die Existenz der Zahlen r^ kann in analoger Weise ge- 
fohlt werden, wie für die g. 
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somit auch aUgemein: 

(40) ^g,r,^\s,v (*-l,2,3, •) 

Da nun aus Gl. (37) sich ergibt: 

C4n J_ }: 1 1 lg*' L _ 



lg%+-7^ ^ '' " ' 1 + 



so findet man mit Benützung von (39) und (40) die drei Beziehungen: 



(42) 



— ^ , also : — : — r^ 

r 



^v » lg"' ' r/+^ "" ^'+«' (i' lgi')^+f 
1 ^ J_ 1 

.^ iff2^ • igt'-v (igiO^ " A * igv iga* •(igii')'+? (Ä;=-2,3,..,> 
Dieselben lehren, daß die Reihen mit dem allgemeineij öliede: 
(43^ 1 1 1 

für 9^0 divergieren (s S 325, Gl (5); S 328, Gl (14)), dagegen für ^>a 
Iconvergieren (s. S 331, UngL (4)-, S. 334, Gl (17)) Es fltvergtert also 

insbesondere die Reihe "5^— , wahrend schon ^ und Boffar: 

^, — i+r für jedes positive q Tconvergiert 

Es verdient bemerkt zu werden, daß die Divergene bzw. Konvergens 
aller dieser Reihen erhalten bleibt, wenn an die Stelle der Zahlen r^ die 

Reihe der PHmecüüenp^ gesetzt wird. Die Konvergene der Reihe ^ ^^ 

für (> > ist ohne weiteres evident, ihre Divergene för p — und a forHori 
für p<0 wird sich bei späterer Gelegenheit ergeben.^) Den Beweis für 
die Divergems bzw. Koniergeng der übrigen in Betracht kommenden Reihen 
hat Tchebioheff gegeben: obschon derselbe ledighch auf ganz elemen- 
taren Hilfsmitteln beruht, so wollen wir seiner Weitläufigkeit halber nicht 
näher darauf emgeheu und begnügen uns mit dem Hinweise auf die be- 
treffende Abhandlung.') 



1) S. § 88, Nr. 8 

2) Mimotre sur les nombrta preniters. Jonmal de Mathämatiques, T 17, p. 884, 



N^r 1 § 62 Über die Tiagweite der EriterieQ erster Art 353 

§ 52 tllber dio Tragweite der Kriterien erster Art. — 

Uiimöglichkeit eines absolnt wirksamen Kriteriums. — Reihen, 

welche wegen besonders schwacher Birergenz oder Konvergenz 

auf beins der logarithmischen Kriteilen reagieren. 

1 Em beliebiges Kriterzenpaar erster Art 

Jim D^ ■ a^^ > : Divergenz, 

lim C^ ciy+p<.oo. Konvergenz, 

hersagt nicht nur, wenn geradezu: 

(I) hmi), .a,+p-0, lim(7,.a,+ -oo, 

sondern auch dann, wenn die fraglichen Grenzwerte niclü existieren und 

gleichzeitig: 

(U) lim-^v a^+j, = 0. i»m(7^ a^^ - cx) 

Hieraus geht aber hervor, daß die Wirksamkeit jedes solchen Kriteriums 
gang wesentlwh von der Anordnung der Glieder a^ abhängt (wahrend die 
Divergenp bzw Konvergeng selbst hiervon unabhängig ist) Um die Rich- 
tigkeit dieser Bemerkung in Evidenz zu setzen, beweise ich den folgen- 
den Satz: 

Bedeuten (aj, (PJ, (Q^ unbegi ernte Folgen positiver Zahlen 
von der Art, daß' 

hm a^ — 0, lim P^ »» oo , lim ^^=00, 



r->oo 



so läßt sich die Gesamtheit der Zahlen a^ stets als eine Folge (6J 
anordnevi, sodaß. 

hmP^-h^ = 0, fim <?, • 6, = 00 

Beweis Man zerlege die Reihe der Zahlen v ganz willkürlich in 
zwei unbegrenzte Folgen (w^) und (r^^ (wo- A = 0, 1, 2, • •) ^) Sodann 
J^ann man nach Annahme einer unbegrenzten Folge positiver Zahlen (s^) 
mit dein Qrengwerte NuU aus der Reihe (a^) eine unbegrenzte Folge von 
Gliedern a^, a/, o,', • • m der Weise herausheben, daß: 

(1) «0'^^, V^^, •• , a{^-^, . 

»Mo »«1 »»i 

(da ja. lim a, = 0) und daß noch eine gleichfalls unbegrenzte Folge 



1) Man nehme z B für m^ alle geraden Zahlen (mkl. 0), für r^ alle wngeradm 
Zahlen, also 

mi => ai, r^ -= 21+ 1. 
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übng bleibt. Diese übrig bleibenden a^ zerlege man wiEkürlioli in zwei 
unbegrenzte Folgen (a/'), (a/") (X -= 0, 1, 2, ■ • •) und hebe sodann 
aus der Reibe der Zahlen Q^^ eine unbegrenzte Folge Q^^, Q^, Q„^, • • • 
heraus, sodaß: 

(2) «».äj:^. <i.>7^-' ■• <in^lk' ■ 

(was stets möghch ist, wegen: lim ^,, = oo). Die nach Aushebung der 

Zahlen w^ aus der Folge {r^ übrig bleibende unbegrenzte Folge werde 
mit {^p^ bezeichnet (NB. Daß wirklich auch stets eine wfib^enete 
Folge (p;j) zum Vorschein kommt, kann man offenbar durch passende 
Auswahl der Q unter aUen umständen erzielen) 

Setzt man jetzt: 

(3) K-< K-<' K-<'' 

so ist jedes Glied h^ emem bestimmten Qbede der Folge (a^) gleich und utn- 
gekehrt, sodaß also die Folge (&,) lediglich eme Umordnung der Folge (a^) 
darstellt. Andererseits hat man aber nach (1) und (2): 

d. h : 

(5) hmP^ &r = 0, h.mQ^'h^'^oo, q e. d 

2. Aus dem eben bewiesenen Satze wird nun aber evident, daß e& 
kein äbsolid d. h. m aUen Fällen wirksames Divergenz- oder Konvergenz- 
knterium erster Art geben kann* denn die Wirksamkeit jedes solchen 
Kriteriums läßt sich durch bloße Umordnung der Reihenglieder auf- 
heben. Und aus demselben Grunde kann es auch kerne mit v ms 
Unendhche wachsende Zahlenfolgen .(P,), (Q^) geben, derart, daß di& 
Beziehnng: 

hm P, . a„+ > (bzw. lim P, . a,+_ > 0) 

«me notwendige Bedmgung für die Biv&rgem, oder die Beziehung: 

lun Q, ' a^^ < oo (bzw. lim §^ • a^ . „ < oo) 

eme solche fttr die Konvergerus darstellt — 

Wählt man die zur Kritenenbildung dienenden J)^, G^ speziell ut 
der Weise, daß sie mit v monoton ins Unendliche wachsen, wie z B. bei 
den Bonnetschen Kriterien (Formel (C) des vorigen Pai'agraphen) 
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limZrj(v) a^>0: Divergenz'^) 

lim Lj^{v) (Igj v)9 a,, < oo : Konvergene (q > 0) 



(Ä-0,1,2, .), 



so wird offenbar als günstigste AnordnuDg für deren Biuuchbarkeit die- 
jenige erscheinen; bei welcher die a, mit wachsendem v sich gleichfalls 
monoton andern, d h. (da wir em für allemal lim a^ » annehmen dürfen) 
monoton dbneJimen bzw. niemals zunehmen. Wir wollen nun zeigen, daß 
auch m diesem besonderen Falle die Tragweite jener Kriterien eine he- 
grengte ist, d h. es gibt sowohl divergente, als Tconvergente Reihen mit 
monoton abnehmenden G-liedem , bei denen jedes der obigen Kriterien m 
der Weise versagt, daß eine der beiden durch Gl. (I) und (II) cliaiakte- 
risierten Eventualitäten emtntt. 

3 Wir betrachten zunächst denjenigen Fall, der an das Auftreten 
der Gleichungen (I) anknüpft. Es handelt sich also hierbei um die Her- 
steUnng solcher Zahlenfolgen (a^), fUr welche gleichzeitig: 

(6) limii(v).a, = 0, iimi^(v) (Igj v)P • a, - oo (9>0), 

wie groß man auch den Index k annehmen möge. Man erzielt aber dieses 
Resultat in der einfachsten Weise, indem man setzt: 

(7) 



wb m^ eine natürliche Zahl bedeutet, die mit wachsendem v niemals ab- 
nimmt, vielmehr %n passender (sogleich näher anzugebender) Weise eu- 
nimmt und schlieBlich ins ünendltßJie wächst Die Zunahme der m^ ist 
dabei ledighch an die Beschränkung gebunden, daß L^ (v) allemal positiv 
ausfallen nnd mit v monoton zunehmen soll, was offenbar erreicht wird, 
wenn man my irgendeinen bestimmten Zahlen wert k (A — 1, 2, 3, ) 
frühestens dann annehmen läßt, wenn v groß genug geworden ist, daß 
Igi V > 1 ausfällt 

Wir wollen nun, um irgendeine definitive Festsetzung zu treffen, die 
Zunahme der w», so regulieren, daß bei dem ersten v, für welches der 
Fall lg;i v > 1 emtntt, m, auch wvrUich sofort den Wert A erhalten soll. 



1) loh schreibe jetzt statt a^^p etwas einfacher a^, was ofiTenbar ohne jede 
Besohränkimg der Allgemeinheit geschehen kann Denn man hat (für Jb » 0, 1, 2, > )i 

!'*(<' +J')^I'*(»'), 
kann also zunächst in den betreffenden Eritenen lg;i(v), Lj^^v) ohne weiteres durch 
lfiii(*'4'i')« ^ki*-^P) ersetzen und sohlieAlioli v statt v-\-p schreibea. 
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Zur genaueren Beurteilung der auf diese Weise sich ergebenden sukees- 
siven Zuncüime der m^ führen wii die folgenden Bezeichnungen ein*) 

(8) e »= e^ e^i « e, c^s =■ g^ . e^i-i « ^^ , 

sodaß also 

flgi«i = l lgie» = ßi lgi«8 = ^ Igißi-ß;!-! 

Igsög^l lg8^-=ßi • Igaßi^ßi.a • 
Igjßs-l • Igse^^-e^-s 



<9) 



Igie^-fi^-i 



Alsdann hat man (fär ^»1^2; 3, •) zu setzen: 

(10) m,«A, solange: c^<v^ei+i,») d.h.: [eJ + l^i^^[c;i+J, 

wenn wiederum das Symbol \x\ die größte in x enthaltene ganze Zahl 
bedeutet Es bleibt also m^ unveränderlich "» X, solange v sich in den 
angegebenen Grenzen bewegt, und wachst erst wieder um 1, sobald v 
die Zahl e^^^ übersteigt. Zu den bis dahin vorhandenen Faktoren von 
L^ (v) — i/ IgiV" lg;iv tntt dann noch der weitere* lgi+i*'>l hmzu, 
flodaß die Monotonie der Zunahme von L^ (v) keine Unterbrechung 
«rleidet. 



1) VgL § 88, S 242, Gl. (9) JDoi-t wurde gesetzt. 

flodaß also die jetzigen Bezeichnungen 

in jener früher benutzten Sohreibweise lauten würden 

«(1) fi(2) ßW . 

2) loh lasse ea dahingestellt, ob der Fall 

welcher bei der Formulierung der Bedingungen (10) als möglich zugelassen ist, in 
Wirkhohkeit jemals eintreten könne Man weiß nämlich nur, daß, gerade so wie 
t selbst, auch jede nationale Potenz von e eine IrratumcHzcüü ist Dagegen er- 
scheint es immerhin fragUch, ob nicht e)_ für irgendwelche Werte von X eine ratio- 
noUe oder sogar eine ganxe Zahl sein könnte Das Gegenteil ist wenigstens, loyiel 
ich weiß, bisher nvHit bewiesen worden 
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Wird jetzt eine natürliche Zahl Ä beliebig groß vorgeschrieben, so 
hat man nach (10)* 

w^^Ä + 1, wenn- «'>eA+i, 
und daher 

(11) M^)^4+iW far v>e,^. 
Da aber: ii+i(v) >- L^iy), so folgt a forhon: 

(12) L^ (v) >■ L^(v), also- a^ -< -t-jt (^ jedes noch so große k), 

oder andeis geschrieben* 

hmLt{v) a, = 0, 

V->00 

wie oben (Gl (6)) behauptet wurde Dte Beihe ^a^ reagiert also auf Jceins 
der logai ithmischen Divergeneknterien 

4 Nicht ganz so unmittelbar eikennt man, daß auch jedes der loga- 
rithmischen jfföWüer^e»je(kriterien hier versagen muß Wud zunächst wie- 
deiuiu /. beliebig groß fixiert, so kann man v so groß annehmen, daß m^ 
die Zahl Ä um eme behebige natürliche Zahl fi übersteigt. Setzt man 
namhch in (10) 

(13; 6k+ti<'^^^k+fi^i> so wild: w^ = 7., + ^. 

Man hat sodann: 

Nun steht nach § 38, S 244, Ungl (25a) allerdmgs fest, daß: 

(1'^^) 0g*'')9>lgt+jv Igi+a*' • lg*+/.«' 

füi jedes beliebig klein vorgeschriebene p > und jedes tdtehig groß' 

vo) geschriebene, aber sodann als wweranderlich anzusehende ^ Da aber 

in dem voihegenden Falle ft = w»^ — Ä gleichzeitig mit v ins Unendliche 

wachst, so muß erst ausdrücklich bewiesen werden, daß die Eelation (15) 

für diesen FaU. noch gültig bleibt Wir gehen hierbei aus von der Be- 

ziehuiig 

(16) fi«>a' für a>0, 

deren Richtigkeit sich in folgender Weise ergibt Aus: 



'">(i+t)' 



. , , r — 1 a* (v — l)(v — ^) a' , (v — i)(v — i)(v — 3) 



,* 2 8' V» 284 

folgt für V — > oo 

e«>l+« + -2- + -g- + 24- 
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Ist nun: < a ^ 2, so wird: 

a'^2«, also^ "^Y und daher* «'*>«". 
Ist dagegen a > 2, so hat man: 

a»>2««, also:-^>-^| , , . 

jj4 et* 1 "ö" 2^ ~2^ ^ 

«^ > 4 a* > 4a', also: gj > "jT ) 
und daher schlieBhch wiederum: 

Setzt man jetzt in Gl (16) a -» lg;+i v und beachtet, daß: 

c^«.+i''-e"^^«i''5-.lg,v, 
so ergibt sich: 

(17) IgA^Xlgi+iv)', wenn: Ig^+i v > 0, d h. i;>c,. 

Durch Substitution yon A«-ä + 1,ä-1-2, •••, ä; + /a — 1 und Multipli- 
kation der betreffenden Ungleichungen folgt sodann: 

und nach Weglasaung der gemeinsamen Faktoren und nochmaliger Multi- 
plikation mit Igit+iV: 

(18) (lgt+i*')''> {lgi+iv-lg,+a«' lg*+/.-i*'}'Ogi+/.»')'. 

wenn- lgi+,.v>0, d h. v>ei+,,_i. 

Nimmt man hier nicht nur V^- e^^^^^, sondern in Übereinstimmung- 
mit Ungl. (13) V > e^^^,, so wird lgi+^ v > 1 (s. die Gleichungen (9)) 
und daher a fortion: 

(19) (lgt+,«')'>lgjn.i«'-lgt+it/. Igt+^v, wenn. v>e,^f^, 
öder wenn man wieder (s (18)) k -^ [i durch m^ ersetzt* 

(20) Gg4+i«')'>lg*+i«"lgi+««^ ••Igm.i'i ^enn: v > e„^. 

Dabei ist nur, damit die Ungleichung eiuen Sinn hat, jedenfalls ;», ^ ^ + 1 
zu nehmen, dagegen ist m^ an gar keine ohere Schranke gebunden uud 
darf also nach Maßgabe der definierenden Bedingung (10) gleichzeitig 
mit V unbegrenzt vergrößert werden. 

Da nun andererseits nach S. 241, Gl (5): 

(kk^y > (lg*+i vy fttr jedes q > 0, 

so folgt schließlich a fortion auch: 

(21) (lgt»')P>lg*+i«'-Jgt+s«' ••lg«,", 
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nsd daHer: 

{22) L,{y) {\s,vy>-L {v), d h. hmL,{v) {\^,v)9 a,»oo (p>0), 

sodaß also m der Tat ^a^ auch omfkeins der logarithmischen Konv er gen 0- 
hrüerien reagiert. 

5. Wir werden sogleicli direkt nacliweiseii, daß die Reihe ^a^ diver- 
giert. Um aber zngleicli aucli aus monoton abnehmenden Ghedem ge« 
bildete konvergente Beiheu zu erhalten, bei denen jedes logariihmische 
Kriterium in dem Sinne der Gleichungen (I) bzw. (6) versagt, beti achten 
wir den etwas aUgemeineren Ausdruck: 

welcher ßli tf — in den bisher betrachteten a^ (also* <x,W™aJ über- 
geht, und zeigen, daß ^aj-"'^ divergiert för tf ^ 1, dagegen Jconvergtert 
für ff > 1 , während sich die aj''^^ in bezug auf die logarithmischen Kri- 
terien geradeso verhalten wie die a^ (s. Gl (6)). 

Bezüglich der DivergeneknteTieji eigibt sich dies ohne weiteres aus 
der Beziehung: 

a,<''J < »,W = a, für. ff^O, 

da hieraus mit Berücksichtigung yon (12) folgt: 

(2^) «»^"^ < Xliö ' d. h. lim L,(v) a/") = . 

Wird sodann wieder, nachdem man Z; behebig groß fixiert hat, v in 
die Grenzen eingeschlossen: 

«i+^t<v^et+^+i, sodaß also »j, =■ fc + /* (^ = 0, 1, 2, • ) 

(s (13)), so hat man: 

lg*«'>lg*eA+^-e„ (wegen: lete^'^e^_^, s Gl (9), S 356), 

und daher: 

Da aber. 
ei = e>2, ei-e^>l + ei>3, e^ = e^>\^e^>^ usf, 
so folgt: 

^(U-i > ^ "'^♦^ schließlich: e^ = e^/«-i > g/* 
Hiernach ergibt sich aus (25) a forüort'. 



(26) lü*f>/_ü-yü^ 



2A' 
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und daher, da gleichzeitig mit v anct ^ über aUe Grenzen wächst, nach 
§ 38, S 239, ÖL (1): 

^27^ limil?i^-oo, also: w,' < (Igt«')^ 

auch wenn man j, > IM^g lOe^n, q > helz^ig groß tort 

Die Folire der w, wächst also auch nach der m § öü, JNr. ^ ge- 
hrauchten Temmologie (vgl S 241, Fußn. 1) unmdkcJ. vid Ungsamer 
ins UneDdliche als Ig^v bei beliebig groß angenommenem Tc ) 
Man hat nun schließlich: 



1 



und daher mit Benützung Ton (21) und (27): 

(28) lim L,(y) • (Ig^ v)? a,W = oo oder auch- a,W > i,(v) ag.")^ 

bei behebig groß angenommenem Tc Die Reihe ^a,(<'5 reagiert daher 
auch auf kems der loganthmischen ÄwverpewÄkriterien 

6. Um nun die Divergenz bzw, Konvergene der Reihe ^»/^ fest- 
zustellen, fassen wir jedesmal alle diejemgen Gheder aj-^ zu emer Gruppe 
A/«^) zusammen, fttr welche w, den unTeranderhchen Wert A hat (wobei 
dann der Reihe nach A- 1,2,3, •) Da nun nach (10): 

w, - A, so lange [e^i] + 1 ^ v ^ [e^+i] ; 

so hat man also zu setzen. 

(29) Ä,^'^) - ^' «/"^ == i^ 2 XIW ' 

[ej+i [ej + i 

und sodann: 



1) Bai der Folge (tn,) besitzen auf Grand der definierenden Bedingung (10) be- 
atunmte Gruppen konsekutiver Gheder immer etnen und denselben Wert Will man 
die Faktoren m^ durch eine wirkhch beständig £f«nehmende Folge m^^ von glei- 
chem „Unendhch" ersetzen, so braucht man zu den betreffenden m^ nur die Gheder 
einer monoton »unehmenden Folge mit endlichem Grenzwert zu addieren. Man 
setze z B. 

m' = Wy H — — 



§ 62 Über die Tragweite der Entenen erster Art 



361 



\.e, daß die beiden Reihen nicht nur im Falle der Konvergene 
ime besitzen, sondern daß die Divergene der einen Eeibe auch 
r anderen nach sich zieht. 
. nach § 38, üngl (28 a), S. 246: 

Jf„ — M. 
< 



lgi+i-a^v-lg;i+i-3^r-i 



'■v-1 



L,(M. 



(^-0 ' 



> 



3f„ — Jf, 



v-\ 



wenn man in der ersten Ungleichung M^ = v + 1 , in der 



V setzt* 



>lg;i+i(v + l)-lg;i+iv, 
<lg2+i«'-lgi+i(v-l) 



ng dieser Ungleichungen ergibt sich: 

>lgi+i[e;i+i + l1-lgi+i[ei+l]>lgA+i«i+i-lg;i+i[öi+lJ^ 
- Igi+i [e^+i] - lg;i+i[«J < lg;i+i «2+1 - ^g^+i M» 



rerseits nach (9): 



Ig^+i« 



i+i 



1; 









etzen kann: 



Qiittleren Wert zwischen 1 — Ig^+j \e^ + 1] und 1 — Ig^+i [ej, 
tsentlioh posiUve Zahl bedeutet, die fClr jeden bestimmten 
ch imd von NuU verschieden ist und für A — ► 00 den Grenz- 
it Denn man hat: 



lim Igi+i [Ci + 1] - lim lgi+i[ej - 0. 
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Somit wird schließlioh: 

(33) 



Nr 7. 






■2% 

1 



-woraus hervorgeht, daß die firagliclie Reihe divergiert für tf^l, dagegen 
Ttomergiert für tf>l. Insbesondere d%verg%ert also auch die für er — 

resultieiende, m Nr 3 zunächst betrachtete Reihe ^ 



Es hatte übrigens die Yermntang nahe gelegen, daß die Reihe mit 
dem allgememen Qhede: 

C34"\ i (Q) =, 1 



ny 



niy 



analog, wie ^ , für ()>0 Jconvergieren müßte, sodaß mair 

auf diese Weise Reihen erhalten würde, welche dann, wie unmittelbar 
zu ersehen, schwcu^er konvergierten, als jede der betreffenden logarith- 
mischen Reihen, während zugleich ihi Bildungsgesetz eine yollkom- 
menere Analogie mit den letzteren darböte, als dies bei den Reihen 

^aj-''^ der FaU ist 

Indessen läßt sich leicht zeigen, daß ^bj-f\ sogar für jedes beliebig 
groß filierte p, divergiert. Da nämlich nach (10) für »»^ « A (A ■« 1, 2, 3, •) 
der Index v den Bedmgungen genügt: e^Kv^ßj^^^^, so bewegt sich der 
Faktor (lg,^v)? stets innerhalb der Grenzen IQ und cP Mithm hat man: 



(36) 



lß^> 



"^ KM , ^' 



woraus dann unmittelbar die Divergenz der fragUchen Reihe hervorgeht 
7. Von den beiden Reihen* 



(36) 



KM «, 



. ^ 



KM-r^^^"^ 



(«»0) 



divergiert somit die erste und leonvergtert die eweite schwacher als jede 
Reihe der unbegrenzten Skala: 



(37) 



^z^ "- 2'wk5^ (*-0'^'^' •)• 



Daß es aber wiederum noch schwacher divergierende bzw. konvergierende 
Reihen geben muß, folgt aus den allgemeinen Sätzen von §§ 48, 49 
Marf erhalt insbesondere wieder ufibegremte Skalen derartiger Reihen, die 
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£ich an die Reihen (36) geradeso anschließen^ wie die gewöhnlichen 

logarith mischen Eeihen (37) an die Anfangsreihen 2/~~» 2j'i+^' 
•wenn man hiidei;: 

(38) y ^ , yi (q>0). 

Denn es ergibt sich, vollkommen analog mit Gl. (33): 

OS og 

(man hat hieran lediglich den in a^<"J — Gl. (23) — auftretenden Faktor 
w/ durch" L^im^ • (Igj w^? zu ersetzen), und man erkennt somit unmittel- 
bar die Dtvergene der betreffenden Reihen fUr p — 0, ihre Konvergeng 
f Qr p > 

Schließhch lassen sich dann aber auch wieder Reihen herstellen, 
die nicht nur schtvdcher divei gieren bzw konvergieren, als irgendeine be- 
liebig vorgeschriebene, sondern als jede Reihe der obigen Skala — usf. 
m inßmtum 

Diese Betrachtungen, welche im übrigen keiueswftgs auf der beson- 
deren Form der hier zugrunde gelegten Reihenskalen beruhen, sondern 
ohne meikliche Schwierigkeit auf jedes beliebige Skalenpaar von diver- 
genten und konvergenten Reihen übertragbar sind, führen zu der Er- 
kenntnis, daß das Grenegebxet zwischen Divergene und Konvergenz sich in 
sehr viel enget e Schranicen einschließen läßt, als durch jedes 'behebige Skalen- 
paar von divergenten und konvergenten Reihen, und daß es andererseits 
unmöglich erscheint, auf diesem Wege jemals zu einer Qren»e zwischen 
Divergenz und Konvergene zu gelangen. 

§ 63 Grenzgebiete und Schranken der Divergenz und Eonrergenz 
f ttr Reihen mit monoton ahuehmeuden Gliedern. 

1. Die am Schlüsse des vorigen Paragraphen benützten Ausdrücke: 
„Orenzgebieif' zwischen Divergenz und Konvergenz und „Schranken" dieses 
Grenzgebietes — können, auch bei der Beschränkung auf Reihen mit 
monoton abnehmenden Gliedern^), leicht zu falschen Vorstellungen 
über die Tragweite der damit zu verbindenden Begriffe führen. Um in 

1) Für Reihen mit eohheßhch gegen Null konvergierenden, aber ntcht mo- 
noton abnehmenden Gliedern kann von irgendwelchen Divergenz- oder Eonvergenz- 
fiSchratiket:." überhaupt nicht die Bede sein. Denn ist ^ay irgendwie vorgelegt, 
so kann man nach dem Satze von !Nr 1 dei vorigen Paragraphen (S. 868) durch bloB^ 
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dieser Hinsicht jedes Mißverständnis auszusclüießen, stellen -wir die fol- 
genden Betrachtungen an 

Es sei d^>c,>0, ^d^ eine divergente, J^c^ eine konvergente Reihe 
nut monoton gegen Null abnehmenden Gliedern, die d^, c^ können dabei 
als „lehebtg nahe" aneinander liegend angenommen werden, d h so^ 
daß lim — oder selbst auch nur lim — ein hehehig mednqes Unendlirh 

vorstellt 

Bedeutet dann femer (aj irgendeine andere monoton abnehmende 
Zahlenfolge, so dtvergtert die Reihe ^a^, wenn für alle v, zum mind^len 
von einem bestimmten Werte v = « anfangend' 

(A) «»*^^v5 
sie Iconvergiertf wenn. 

(B) a^^c,. 
Ist dagegen: 

(C) c.^a^^d,, 

-(wobei die GletcMeitsz&idkev. in (C) nur soweit gelten soUen, daß die Even^ 
tuahtäten: a^ = d^, bzw a^'-c^ i^ jedes v^w, als unter (A) bzw. (B> 
gehörig ausscheiden), so kann die Reihe noch dwergieren oder 'konvergieren^ 
Wir sagen alsdann, sie gehöre dem von den „Schranlcen" (rZ,) und (c^) 
emgeschlossenen „Grenzgehtettf' zwischen Divergenz und Konveigenz an" 
es ist nämlich offenbar unmoglictij über ihre Divergenz oder Konietgeng- 
lediglich auf Grund der Beziehung (G) irgendwelche Aussage zu machen 
!Nun darf man aber keineswegs glauben, daß durch irgenduelche der- 
artige Schranken etwa aXle moghclien Reihen mit monottm dbnelwiendcn 
Gliedern a, m drei wohlgesonderte Klassen vom Charakter (A), (B), (G) 
zerlegt werden können Vielmehr gilt der folgende Satz: 

(I) Wie man auch monoton gegen NuU abnehmende Folgen 
(ßv)} (O; ^0 ^y > <^y> wählen moge^), so gibt es stets unend- 

Gliedermnordimiig eine Reihe ^bv daraus herstellen, sodaß: 
hm Cv 6» « 0, lim D»&, «■ 4- oo, 

auch wenn ^Dj~^y ^^v~^ bdtebig stark divergiert bzw konvergiert (ersteres 
natürlich mit der Einschränkung, hm J),,=>oo) Die Reihe 5'&v enthalt also, 

mag sie selbst divergieren oder konvergieren, sicher uiendlioh viele Gheder, welche 
teils unter, teils über den entsprechenden von ^Cy~^ bzw ^I>~^ hegen. 

1) Dabei hoben also die (nur wegen des Hinweises auf die Ungleichungen (A), 
(B), (C) beibehaltenen) Buchstaben dy^ Cv zunächst noch keineswegs die sonstige 
typische Bedeutung (d h es ist m dem vorhegenden Zusammenhange g^nz gleich- 
gültig, ob die B>eihen ^dy, ^öy divergieren oder konvergieren) 
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lieh viele monotone Folgen (aj), welche die beiden Schranken 
(d^), (cj unendlich oft durchsetzen, die also hemer der drei 
Klassen (A), (B), (C) angehören,, d h man hat für unendlich 
viele fi, ^: 
(A') a;,>d^,^ aKcx ^) 

Beweis. Es bedeute (jp,) eine vorläufig ganz wiilkürlicli zu denkende- 
Folge positiver Zahlen Man bestimme sodann eine unbegrenzt fortr 
setzbare Reihe wachsender natürhcher Zahlen m^, m^, m^, • va. der 
Weise, daß. 

Pl<^m, <Po^O, Pi^m^ <PtCmi, i^S^ <P»<^ms» PA^<PaCmsy ' ' * 

(was offenbar stets und auf unendlich viele Arten möglich ist, da sowohl* 
die ö^, als die d^ monoton gegen Null abnehmen) Man erhält durch 
dieses Verfahren eine unbegrenzte monoton abnehmende Folge von der 
Form: 

Po(Lo>PlCmi>PA3>PiCmi>' •>PiAii>Pik + lCmti^.i> •' ^ 

(wenn man der Gleichförmigkeit halber noch m^ statt schreibt) 
Setzt man jetzt: 

W <2* " 2^3 A,*. <.>,+! »a'it+iSi+i («odaßalso: <^><^^^)^ 
und bestimmt im übrigen a/ für aUe Werte von v, die ewiscften m^ und 
%+i (>''■=■ 0, 1, 2, ) hegen, in der Weise, daß a/ für 

monoton (im übrigen wiUkürhch) von a'^^ zu «„^ ^ abnimmt, so bilden 
die a/ eine monoton abnehmende Folge, welche unendhch viele Glieder von 
der Form (1) enthalt. Wird jetzt über die jp^ in der Weise verfügt, daß: 

JPst > 1 » Pik+i < 1 (^"1 übrigen immer noch ganz beliebig), 
so hat man nach (1)': 

Bodaß also die Folge (a/) in der Tat den Bedingungen (A') genügt 

1) Natürhch gibt es analog auch nnendhoh viele (a^, welche nur eine der 
Schranken (d^) , (c^ unendlich oft durchsetzen, sodaß also für unendlich viele (i 

im übrigen 

dwchweg a{ > d-^ bzw dwrchweg a^ ■< C;i . 

Man kann ja derartige Folgen (a^O mit Leichtigkeit aus solchen vom Charakter (A') 
herstellen, indem man alle Glieder a^ < Cj^ passend (d h so, daß die Bedmgung (B'). 
erfQllfc wird und die Monotonie erhalten bleibt) vergrößert, bz-w alle Gheder a^' > d^ 
passend verkle%n«irt 
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WäMt man insbesondere die p, m der Weise, daß- lim ^Jjja '=' ^t 
hmp2k+i — 0, «0 hat man sogar: "*"* 

2. Aus dem eben bewiesenen Satze und der daran geknüpften Schluß- 
bemerkong erkennt man aber, wenn man jetzt wieder den Buchstaben d^, c^ 
■die sonstige typische Bedeutung beilegt, unmittelbai folgendes 

(II) Wie man auch eine divergente und eine lonvergente Reihe 
^d^ hew. ^Cy (wo: d^>c^ ptit monoton gegen Nidl abnehmenden 
Gliedern wählen möge, so gibt es stets unendlich viele Reihen JS^J 
mtt monoton abnehmenden Oliedern, welche nicht dem von den 
Schranhen (d^), (c^) eingeschlossenen Grenzgebiete angehörenf 
und deren Divergent! oder Konvergeng trotzdem nicht durch 
Vergleichwng von aj mit d^, c^ entscfiieden werden "kann. 
Versteht man nämlich unter (a/) eine der unendlich vielen mono- 
tonen Folgen, welche der Delation (2a) genügen, so hat mau wegen: 

aus (2a) a fortiori. 

«mjj > S* " Ö;;^' %* + 1 ^ ^«Si + l " ÄJi^' 

also: 

(3) iim CX - oo » M J^>< - ^ ; 

d h. das zu 0^, B^ gehörige Kritenenpaar versagt hier allemal nach dem 
Muster der Ungleichungen (II) am Anfange des vorigen Paragraphen. 

Msdatm muß aber auch jedes durch weitere Verschärfung aus 0^, D^ 
-abzuleitende Kriterienpaw in derselben Weise versagen. 

Denn, nimmt man: D/ < (7/, D/ > I>„ C; < (7„ also: d/ > c/, 
d^ -< d^, c/ >- c^, so folgt aus (2a), daß umsomehr. 

und hieraus, wegen: «?«,t> <„, <„^.i < ^L^^^^y wiederum a forttoH: 

"^mjt-^^mn ■" ^"~' *»"S*+1 "*^ »»It+l " 5»7r!T' 
d.h.: * 

(4) iimC7;a;-oo, limD;a/»-0. 

3. Aus dem Satze von iN'r 1 geht ferner hervor, daß es JceinesfaUs 
gleichzeitig irgendeine aügemein gUUige Schranke für die Divergenz und 
eine andere für die Konvergenz in dem Sinne geben kann, daß die Glieder 
aUer dwergenten Reihen (mit monotonen Gliedern) von irgendemem be- 
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atimmten Index ab durchweg oberhdlh der einen (unteren) Schranke^ die 
-aller konvergenten ßeihen unterhalb der anderen (obeien) Schranke liegen 
müßten Denn da es doch aUemal unendlich viele monotone (aj) gibt, 
die beide Schranken unendlich oft überschreiten, und da andererseits die 
betreffenden ^a/ entweder divergieren oder "konvergieren müssen, so gibt 
€S zum mmdesten entweder divergente Reihen, für welche unendhoh viele 
■Glieder noch unterhalb der unteren Schranke liegen, oder konvergente 
Reihen, bei denen unendhch viele Gheder die obere Schranke übersteigen. 
Dagegen läßt sich zeigen, daß eme solche Schranke für die Konver- 
gene allein existiert, daß dieselbe aber merkhch hoher liegt, als früher ge- 
wöhnlich angenommen wurde Zunächst gilt nämlich der folgende Satz: 
(HE) Bei einer konvergenten Eeihe mit monotonen (wenn 
auch nur niemals eunehmenden) Gliedern a^ hat man stets. 

{5) «y -< — , d h : lim va^ ==■ 



r->oo 



Für Beihen m%t monotonen positiven Gliedern a,, bildet als 
die Beeiehung (5) eine notwendige Konvergenzbedingung ^) 

Beweis Infolge der voi ausgesetzten Konvergenz der Reihe ^a^ 
3 aßt ,sich zu behebig kleinem £ > em m so fixieren, daß: 

a^+i + «^+8+ • +a^+p<-|- für ft^w, 9 = 1, 2, 3, . 

Setzt man hier q =• fi bzw q =» (i-\-l und beachtet, daß allgemein 

<^v+l^^vi so folgt- 

(^ «2^ ^«^4-i + «..+a+ ' + «2^ |^_L f^j. ^^,^^ 

und daher: 

^^'^^f' \<8 für. 2ft^2w, 
(2/t + lK,+i<(2|x + 2).a,,^.J 

also allgemein' 

va^<,8 für* v^2w, 

<l h in der Tat, wie behauptet: 

hm V a, = 0. — 



1) Dieselbe ist aber an Bicli noch kevne hvnreKAende (Beispiel 



limv r^.^0 (Ä-1,2,8,. ), 



•während ^ ■=^ divergiert — b § 48, S. 828, GL (14)) Über einen besonderen 

-^ ijfcC») 
Fall, in welchem die Bedingung (ö) sich als JnivreuJtend fOr die Konvergenz er- 
-weiat, B § 86, Nr 1, Fnßn. 1 
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Im Übrigen hätte man diesen 3atz, statt ihn m der Torstehenden 
sehr einfachen Weise direkt zu beweisen, anch unmittelbar aus einem 
früher gefundenen Ergebnisse allgemeinerer Art durch Spezialisierung 
herleiten können In § 45, Nr 4 wurde nSmbch gezeigt, daß für jede he- 
hebige "konvergente Reihe ^a^ die Beziehung besteht^) (S 310, Gl (16)): 

(6) hm -^i<'t + -M,a,+ +J^>gv „ Q 

wenn die M^'>Q mit v metnals abnehmend ms Unendliche wachsen 

Unter den besonderen über die a^ gemachten Voraussetzungen steht 

es aber ohne weiteres frei, M^ = — zu setzen, wodurch dann die Be- 
Ziehung (6) sofort die Form 

hm V • a, "» 

v->oo 

annimmt 

Zugleich ergibt sich aber im Anschlüsse hieran die Moghchkeit,. 
das in Gl (5) enthaltene Resultat m folgender Weise zu verallge- 
meinern Es bezeichne wieder ^y -^ eine dw&rgeiKte Reihe mit positiven 

Gliedern und es werde außer der Konvergenz der Reihe ^a^ voraus- 
gesetzt, daß die Folge Dyd^ niemals eunehmend mit unbegrenzt wachsen- 
dem V gegen Null konvergiere Da man infolgedessen M^ => y: — setzen 

kann, so liefert die Beziehung (6) auf diese Weise die folgende VeraU- 
gememerung des Satzes (UI). 

(Illa) Bedeutet ^^a^ eine konvergente, ^j-jj- €^ne diver- 
gente Beihe wii positiven Gliedern und konvergißrt dieFolge {B^a^ 
monoton gegen NuU, so ist: 

(5a) lim D,s,a,^Ö, «,o • s, - ^ -f -i- -f- --f-^. 

Die spezielle Wahl D^ — 1 Lefert offenbar wieder die Bedingung (5). 
Setzt man femer D, — v und beachtet, daß (vgl § 34, S. 208, Gl. (13)): 

Y + Y+ "i'-^^gv, 
so ergibt sich, daß für eine konvergente Reihe ^a^, welche der Be- 



1) Mit der offenbar ohne weiteres erlaubten Weglassung des Anfangs— 



ghedes ^i^ 
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dinguDg genügt, va^'^(v•\-l)'a^_^_^ (woraus dann eo ipso folgt. a,>a^^^ 
und daher nach Gl (5) bmva^=.0) die Beziehung besteht. 

(5b) limi/lgv a^ = 0. 

Da aUgemem (s § 51; Nr. 4, S 348) 

V 

2x^-^2*+!^''^ (''^ = 0,1,2, ), 



n»i 



SO findet man dnrch die analoge Schluß weise, daß: 
(oc) limii+i(i;).a, = 0, 

falls die Folge Lf.(y) a^ niemals zunimmt ^) 

4. Zeigen die letzten Bemerkungen, daß unter gewissen Vorausseteungen 
die Q-Iieder a^ einer konvergenien Reihe auch Bedingungen von dei Form 
(5 b), (5 c) genügen, so ist doch ohne das Hinzutreten solcher spezieller 
Voraussetzungen keine derselben eme füi die Konveigenz von ^a^ not- 
■uendige Vielmehr besteht als Eiganzung zu dem Satze (ÜI) dei fol- 
gende Satz- 

(IV) Bedeutet (M^ eme mit v hehehig langsam ?«<? unend- 
liche wachsende Zahlenfolge, so gibt es stets konvergente Beihen 
■'S'q, mtt positiven monotonen Ghedem, für u eiche 

(7) hm V Jf,, a^ =» CO , 



»»-»■oo 



d h die Reihe enthalt wnendlich viele Glieder, welche mfinitur großer 
smd, als die entsprecJienden der (bei geeigneter Wahl dei M^ 

relativ stark*)) divergenten Reihe ^ —^ 

Anders ausgesprochen Wie langsam auch die M^ ms Unendliche 
ivachsen mögen, so hüdet die Begiehung 

lim vM^a^ < oo 

r->-oo 

keine notwendige Bedingung für die Konverg&ns der Reihe ^a^ 



1) Selbätverntilndlich hat man im Fallo der Konvergenz von ^a^ aach 
■allemal 

hm ijt + iW «. = Ot 

r->-oo 

falla dieser Grenzwert existiert, imd m jedem anderen Falle 

hS-L^+iC*) «^ = 
Vgl § 47, S 819, Fußn 1. 

2) Namlich behebig weiug BchwÄcher als ^ — 
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Beweis. Es bedeute (wj eine mit v monoton ins Unendliclie 
-wachsende Zahlenfolge, welche der Bedmgung genügt w,-<3f^ (z.B. 
m —y'Jtfj^), femer ^c, eme konvergente Reihe mit monoton aibnelim enden- 
Gliedern und Po,Pif" , Px, • eine unbegrenzte Folge wachsender natür- 
licher Zahlen (speziell j'o ^ 1) von der BesohaflFenheit, daß: 

(was offenbar, wegen lim »t, => oo, stets mögboh ist). Setzt man 
sodann: 

1 > Po Po-mp^ — Po 

1 ^ c. 



K + i- " K+i — • • ■ — 6,^ — ^^ mj,^'^ Pi 



K. .,"6. 



Px-i+^ Pi-i+* n jpi nip — px 



so wird: 



&1 + &S + &8+ ' + \ 



''o+^öi + -- + ^^^^ö.<^o + c, + . .. + .,, 



sodaß also ^^&y konvergiert Zugleich ergibt sich: 



also: 



d. h. schließlich. 



hmi>,.Jf,^.&,^-cx), 



hm V - Jf y &^ — cx) 



WiU man statt der Reihe 2K ^^^ niemals eunehmenden, aber teil- 
weise einander gleichen Gliedern eme im übrigen sich analog yerhaltend» 
mit dwrchweg abnehmenden Gliedern a^ herstellen, so setze man: 

a =^Tc h . 

w^o (%y) eine behebige Folge positirer, monoton abnehmender Zahlen 
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mit nicht verscliwiii(lendeni Grenzwert, etwa hm fc^ = Ä > bedeutet 
Iz B Äy = Ä;-l , ifc^ = Ä.c''j Alsdann ist oflfenbar für jedes v: 

außerdem ^a^ wiederum l'onvergent mid: 

hm V Jf^ • a^ "= 7c • hm V M^ \=' oo 

5 Die vorstellende Deduktion beweist zwar die Existenz von Reihen 
^a^ der fraghchen Art, sie liefert jedoch kein direktes Verfahren, um 
bestimmte Beispiele solcher a^ in arithmetischen Zeichen anzuschreiben. 
Um em solches zu gewmnen, geben wir für den in Bede stehenden Satz. 
noch einen zweiten zwar etwas komplizierteren, aber in der bezeichneten 
Bichtung voUkommneren Beweis. 

Es bedeute f(x) einen arithmetischen Ausdruck von folgenden Eigen- 
schaften . 

(A) Es soll f(a;) für jeden Zahlenwert x, der eme gewisse Zahl 
Xq'^0 erreicht oder übersteigt, eine positive Zahl y voi stellen, die mit ar 
monoton ins Unendliche wachst und zwar in der Weise, daß: 

(8) /•(^ + i)-/'W<i, f(yX.M,. 

(B) Die Q-leichung: 

(9) y-fi^)> 

welche nach (A) zu jedem Werte x> sCf^ einen positiven, mit x monoton 
emehmenden Wert y>yo (wo: yo" W) liefert, soll auch umgeicehrt zu 
jedem y > ^o eineii positiven, mit y monoton mnehmenden Wert a; > % 
definieren*), welcher durch das Symbol: 

(10) Ä-<p(y) (sodaßalso: (10a) <p(Aa;))-«-/'(9>(^))) 

bezeichnet werden möge. 

Aus (8) und (9) folgt sodann: 

f{xi-l)<y+l, 

also mit Benützung von Gl. (10a): 

9)(A«+l))<9>(y + l)i d.h. x + l<<p(y+l)y 

und daher schließlich für y ^ Vq : 

(11) 9'(y+i)-9'(y)>i- 

1) Die Bedingang (B) laßt sich nutfiüfe von Begriffen, welche der Funktionen- 
Wire angehören, kürzer m folgender Weise formulieren: 

Es floll f{x) fOr aj^a!„ eine eindeutige, ttetige und monoton zunehmende, 
positive Fxinktion von x bedeuten. 
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Bedeutet jetzt ^i- ^^^ behebig anzunehmende Tconvergente Reihe, 

deren Glieder der Bedingung genügen: 

(12) C,-C,_,^l, 

so hat man nach Ungl (11) für hinlanghch große Werte von X auch- 

<13) 9(G,)-<p(C,_,)>l, 

sodaß gumchen tp(G]^_^.^ und (p{Cj) stets mindestms eine ganze Zahl liegen 
muß. Nun nehme man wiederum noch eine Folge posittveTf mit wachsen- 
dem V monoton abnehmender Zahlen \ so an, daß lim /c,, = l von Null ver- 
schieden, und setze. 

für alle ganzzahligen Werte v, welche durch die Bedingung definiert sind* 

(15) 9^{G,_,)£v<g>(G,) 

Alsdann nehmen offenbar die a, mit wachsendem v monoton ab. Außer- 
dem laßt sich zeigen, daß* Lm v M^'a^ = oo und die Reihe ^a^ Icon- 
vergent ist '''*"" 

Bezeichnet man nämlich mit p^ die größte gange Zahl, die Heiner 
als g>(Gx) ist, d h diejemge ganee Zahl, welche durch die Bedingungen 
definiert wird. 

(16) <PiO,)-l£p,<<piC^, 

so kann man zunächst die Ungleichungen (15) durch die folgenden 
ersetzen: 

(17) Pi-i<v£Px 
und man hat: 

, Ay(g;i-i)) viGx) — i (wegen 

*i* C^_, ■ 9(0;) i)i^9'(C;)-l>9(Cfi-i^) 

<18) „Äp^.l___ (wegen- /"(gpCa;))»«;), 

iilso: 

<19) litni?, fM-a,^>h 

d h.: 

<20) limv f(v) a^'^Tc, 

v->eo 

und daher mit Berücksichtigung von Ungl (8)- 
<21) hmv M^ a, = cx). 
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Setzt man femer: 

(22) 2».-^^^; ^o: Ä^^'^a^j 
so -wird: 

< ö;^^ -"^^-^^ (wegen: j?i<q0(C;)naoh(16)> 

(23) <^, 

-woraus die Konvergene der fraglichen Beihe unmittelbar hervorgeht 
Damit ist aber der ansgesprochene Satz yollstandig bewiesen. 
6 Will man jetzt Reihen ^a, von der eben charakterisierten Be- 
schaffenheit wirklich herstellen, so kann man etwa über (7, so verfSgen, 
•daß man setzt: 

0, =» A«, wo p > 1 , 
also-: 

(24) a, ^ - 

für alle v, welche der Bedingung (15) geuttgOTi, d. h. für: 

(25) y(a~lK)^v<9)(A?). 

Mit Hilfe dieser Ungleichungen laßt sich sodann X auch explizite durch v 
ausdrOcken Wegen; f(fpix)) — sc folgt nämlich aus (25): 

xind hieraus ergibt sich: 

(26) A-l-[y/W!. 
also: 

Da aber offenbar: 

.(28) \yf(v)i^Vf(y), und daher: [Vf(y)f ^ f{y) , 

so kann man, ohne den Charakter der Ifceihe ^a^ zu verändern, das 
Glied (27) auch durch das folgende etwas einfachere ersetzen: 



(29) a, ^ ^/-7-^g^ ^^>'^'^' 



S6 
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Ist dann z. B Jf,= Ig v vorgelegt, so wähle man etwa: f(x) — (lg a?) '' — y 
(wo* tf>l), also: a; = e*'^ = 9o(y); alsdann wird, wenn man noch Q'6^t 
setzt: 

(30) a, ^'^ . , (wo:tr>tf>l). 

Die Reihe ^a, ist alsdann Tconvergeffi, obschon ilire monoton abnehmen- 
den G-lieder der Bedingung genügen: 

(31) lim V • lg V • a^ — oo. 

Sie reagiert also auf Tteins der logarithmischen KonvergeneTcntenm. 

7 Nach dem Satze (TU), S. 367, bildet jede Zahlenfolge von der 
Form (— j , wo £ eine beltebtg Mein anzunehmende positive Zahl bedeutet, 

eine Schranke ftlr die Kofwergene m d&n Sinne, daß die Glieder der mo- 
notonen Zahlenfolge (a^) von einer bestimmten SteUe ab jene Sohranke- 
mcht mehr erreichen dürfen, wenn ^a^ konvergieren soll Ersetzt man 
dagegen £ durch ^^, wo (e^) eine positive mit wachsendem v "behehtg 
langsam gegen Null abnehmende Zahlenfolge bedeutet, so gibt es nach 
Satz (IV), S. 369, unendhch viele konvergente Eeihen ^a^, deren (mono- 
tone) Glieder die Schranke \~-\ unendlich oft übersteigen. 

Aus der bewiesenen JExistme der Konvergeneschranke (—j folgt aber,. 

wie schon aus der Bemerkung am Anfange von Nr. 3 hervorgeht, ohne 
weiteres die Nicht-Sxistene einer Divergenesdvranke. Denn bezeichnet (&,) 
irgendeine positive monotone Zahlenfolge, so gibt es nach Nr. 1 stets un- 
endlich viele monotone Zahlenfolgen (aj, welche die beiden Schranken 

(■^j und (6J, wo 6^< — , i*nendlich oft durchsetieen, sodaß ^a^ sicher 

divergieren muß. Da man hierbei ftlr (b^) die Glieder einer beliebig stark 

konvergierenden Beihe ^7f wählen und diese wiederum noch durch eine 

wesentlich stärker konvergierende ersetzen kann, so gilt also der Satz: 

Wie stark auch die Eeihe y,yr konvergieren möge, s<h 

gibt es stets divergente Heiken ^a,, unier deren (monotonen) 
Gliedern unbegrenet viele infiniiär kleiner sind als die ent- 
sprechenden der Beihe ^yr> ^ ^- ^"^^"^ ^•* 

(32) lun Or-a^" 0. 



»-♦■o» 
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8. Wir künnen aber auch geradezu em einfachea "Verfahren angeben^, 
um bei behebig vorgeschriebenen C^ solche divergente Reihen ^a^ wirk- 
hch herzustellen. 

Man wähle einen arithmetischen Ausdruck (fix), der för alle reellen 
Zahlen a; > «q positiv auaf dllt und mit x monoton und so ms Unendliche 
wächst, daß: 

(33) <p{v) > C?,, also nach Satz (III), S 367, a fortiori ' fp{x)>-x. 
Ferner führe man die Bezeichnungen em: 

(34) <Pi(a;)-9W, <Pj(a:) - «p(9'x(«)), «PsW - 9(90»(«))» 

«PiW-'PCq'i-iCa;)), •••• 

Bedeutet dann h eine beliebige positive Zahl > 1 , so laßt sich zunächst 
infolge der Beziehung (^33) eine positive Zahl a so fixieren, daß: 

(35) <p]^{x)>h'X für: x'^a. 
Alsdann wird aber — immer für a; ^ a: 

gjj(a:) - 9i (9>i {X)) > & • 9?! {x) 

(86) 9'i(a;)-'Pi(9i-i(a'))>&-9'i-i(«) usf. 

Die Glieder tpi{x)j 9t{,^)i' "t 9i{^t " bilden also eine unbegrenzte, 
monoton ins Unendliche wachsende, positive Zahlenfolge Und zwar hat 
man für a? ^ a und A - 2, 8, 4, • • • nach Ungl. (36) und (3ö): 

(37) <p,{x) - g>,_, {x) >(& - 1) . tp,_^(x) >(b-l)'h'X 

und daher bei passender Wahl von b und a (z. B. für J ^ 2, a j^ -^ j 

jedenfalls: 

(88) (Piifi)-9x^M>l (A-2,3,4,...), 

sodaß xtmdlien q)i^i(a) und 9>;(a) stets mindestens eine gomge Zahl liegt. 
Nimmt man jetzt wiederum noch eine Folge positiver f monoton ah 
nehmender Zahlen \ mit dem von Null verschiedenen Grenzwerte lim Tc^'^Je 
an, so soll gesetzt werden: *"*"* 

für alle ganzzahligen v, welche durch die Bedingung definiert sind: 

(40) «Pi-iW"l^*'<9'iW-l (^-2,3,4,...). 

Alsdann nehmen offenbar die a^ mit wachsendem v monoton ah, und es 
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läfft sich andererseits zeigen, daß hm (7^ • a^ »» und die Beihe ^a^ 
divergent ist ""*"* 

Bezeichnet man nämlich (analog wie in Nr. 5, 61. (16)) mit pj^ die 
größte gcmee Zahl, die Jäemer als g)x(a) ist, sodaß also: 

(41) Viia)-^£Pi<9>iia), 

so läßt sich zunächst die Bedmgnng (40) durch die folgende ersetzen: 

(42) i'i-i^«'<i>i. 
Infolgedessen wird*: 

also: 

d h.: 

(45) hm<p(y) a,^Ä, 

und schließlich mit Berücksichtigung yon Ungl. (33): 
Femer hat man: 

M 

(47) ^**t'^^^i} wenn: A^-^^a^ gesetzt wird. 

Da sodann: 

SO ergibt sich sofort die Dhergewt der fraghchen Reihe, da (nach Gl. (11 b), 
S. 327) — ^^— =i das allgemeine GUied einer divergenten Reihe bildet 

Beispiel Es sei: 0^ - v?, wo (» > 1. Man kann also setzen: 

q>(x)'mafy wo tf>^. 
Alsdann wird: 

9«(«) - (aJ*)" - rp^, • . •, 9i(a:) - x^. 



(46) KmO, a,-0 



i»,-! 
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Nimmt man der Einfachlieit halber die oben mit a bezeichnete Zahl 
auch. — a (was z B. sicher gestattet ist, wenn (f^2, da alsdann: 

9M - 9>x-tW - ö«^ - ^-^ ^ 2«^ - 2^-' > 1 ), 
so wird nach (39), (40): 

(49) «.--4; faUs: ö"^"' - 1 r^ v < tf*^ - 1. 

Um auch hier wiederum X explizite dnrch v auszudrücken, hat man: 

ff*-i^log(v+l)<ff* 

;i-l^log,(v+l)<A, 
d h.: 

(50) A-l-[log5,(i' + l)] 
und daher: 

(51) a, ^-— («>e>l). 

a 

Die Reihe ^a^ dtvergtert, obschon ihre monoton abnehmenden Glieder 
der Bedingung genügen: 

(52) Umvf a, = 0. 

r->oo 

Sie reagiert also auf Jceins der logarithmischen Dwergengknienen. 



§ 54 Die Kriterien zweiter Art. 

1. Als allgemeine Form für die Entenen isweiier Art ergab sich 
(s § 47, S 321, Formel (12)): 

*->oo \ »v+p + l ^ / 

lim (G^ . -^1±JL. _ G \ > : Komergme, 



(1) 



und man hatte jetzt nur noch für D^ bzw C^ irgendemen der oben auf- 
gestellten typischen Ausdrücke emzusetzen, um die fertigen Kriterien 
herzustellen. Dabei ergibt sich nun aber für das K(mvergenssknie\\Trai 
die Möglichkeit emer sehr merkwürdigen und zugleich zweckmäßigen 
Umformung, durch welche die linke Seite des Kontergenekni&civanB tden- 
Usch mit derjemgen des Divm/eturkriteriums wird: an die Stelle des 
Sriterienpoores (1) tritt dann also em emetges dis^junkhves Kriterium 
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Für die Kowoergene von ^a^ erwies sioli als hinreichend (§ 47, S. 321, 
Formel (11)); wenn von einer bestinmiten Stelle ab, etwa f&r v'^n, die 
Beziehung besteht: 

(2) G,^^- 0,^,^0 

»' + J» + 1 

Substituiert man hier nach § 49, S. 341, GL (6): 

so ergibt sich nach Wegiassung des gemeinsamen Faktors M^ und Multi- 
plikation mit emer willkürlich anzunehmenden postUven Zahl q ; 

■'^r ■^» — 1 "f + jp + 1 

Nun stellt aber ein Ausdruck von der Form: — -^^-^^ — "-^ stets das 

allgemeine Ghed emer divergenten Reihe dar, und umgekehrt läBt sich 
das allgemeine Glied D^"^ jeder divergenten Reihe nach § 48, S. 329, 
GL (16) m die Form setzen: 

1 M —M . 





K 


, >. 


9- 






+i~" 

1 




-1 



9 M, 



y-l 



Da im übrigen die Zahl q hierbei gar kemer anderen Beschränkung unter- 
worfen ist, als der, positiv f also > zu sein, so laßt sich die Eonvergenz- 
bedingung (3) jetzt ohne weiteres durch die folgende ersetzen: 

(4) A-^^^^-i>.+i>0 (farv^n), 

and diese letztere Bedmgung wird wiederum von einer bestimmten Stelle 
)/ ^ n ab mit Sicherheit erfüllt sein, wenn: 



(6) li5a(D,.j^-D,„)>0 



Damit ist aber die oben angekündigte Umformung des Kotwergenz- 
knteritims in der Tat vollzogen. 

2. Durch Kombination der Konvergenzbedingung (ö) mit den in (1) 
enthaltenen ergibt sich, wenn man wiederum beachtet, daß jede hdiebige 
postiive ZaMenfolge (JB^) entweder der Klasse der Zahlenfolgen (D^) oder 
derjenigen der (0^) angehören muß, das folgende KonvergeiuiJortterium 
eweüer Art von besonderer Allgemeinheit: 
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<J) Hm (5, 7r^^^~^^-\-i)>^' Konvergene ^) 

Dasselbe rührt in der Hauptsaclie von Eiimmer her und bildet dt^s 
Analogen zu den in § 50 abgeleiteten allgemeinaten Krüenen &rster 
Art (G) und (H) (S 344). 

Es kam hier vor allem darauf an, den Zusammefüumg dieses wegen 
-der großen Willhurlichkeit der Zahlen B^ doch äußerst merkwürdigen 
Kriteriums mit der Mher gefundenen Grundform der Eonyergenzkrite- 
Tien (Ungl. (1)) yollstandig aufzuklaren, d. h. den wahren Grund dafür 
anzugeben, warum man die im jEbnvßr^enjerkriterium (1) naturgemäß auf- 
tretenden Zahlen 0^ schließlich durch gane hehelige positive Zahlen JB^ 
ersetzen darf Will man auf die Feststellung dieses Zusammenhanges ver- 
zichten, BQ läßt sich die Richtigkeit des Kriteriums (J) a postenori ein- 
facher auf folgende Art beweisen. 

Angenommen, es bestehe die Ungleichung (J), so muß schon für 
idle Werte v Ton einem bestimmten Werte t/ — m ab eine Beziehung 
von der Form stattfinden: 

«r+j» + l 

und es wud somit: 

<6) ^r'O'v+p-^v+i'O'v+p+i^Q ar+,+1 für: ^ ^ m 

Da hiernach, die links stehende Differenz stets positiv ausfallt, so 
nehmen die positiven Zahlen JB^ • a^^j, mit wachsenden Werten von v 
monoton ah, und man kann daher setzen: 

(7) hmJ?,.«,^,-«, 

wo a eine bestimmte Zahl ^ bedeutet ') Substituiert man jetzt in 

1) Man kann diesem Kntenum (analog wie jedem Eonrergenz- oder Divergenz- 
knterium zweiter Art — vgl. § 47, S. 821, Fußnote 1) auch die Form geben- 

hm (-By — -B,, + 1 '"^^'^^ ) > Konvergent 

Die Eichtigkeit dieser Behauptung wird am einfaohBten erkannt, wenn man au» 
der obigen Ungleichung diejenigen Beziehungen ableitet, welche den im Text 
mit (6) — (0) bezeichneten entsprechen 

2) Man bemerke, daO Ol (7) kemeswegs die Existenz eines bestimmten poaitMjen 

Orenewertes "von (b^ — -— B^.A bei v -► oo erheieoht Es genügt schon, 

\ «y+, + l '^^V 

'wenn dieser Ausdiuck stets Über emer positiven Zahl bleibt, d.h. wenn sein unterer 
JAnes positiv ausfällt. 
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üngl (6) der Reihe nach v == w, w+ 1, • • •, (n — 1), so folgt diirch 
Addition der betrefPenden üngleichimgen: 



(8) ("^«.+p^-B™-««+,-5n-«, 

m+l 

und hieraus für n — >> cx) : 

n 

(9) Ei ^».^Iä «„+,-«), 

m+p + 1 

Bodaß also J^a^ in dör Tat als Jconvergent erkannt wird. — 

An die aus Ungl. (J) allemal resultierende Existenz der Gleichung (7) 
knüpfen wir noch die folgende Bemerkung Nimmt mau für B^ eine Zahl 
vom Charakter D,, so muß oflfenhar allemal a — sein; denn die Be- 
ziehung: lim D^-a^ — a > kann ja nur bestehen, wenn ^«„ divcr- 
giert Somit ergibt sich: 

Genügen d%e Zahlen a^ der Konvergenzbedingung: 

(10) ljm(D, ^t£^_l,,J>o, 

r-^t» ^ »y + p + i ^ / 

SO hat man stets: 

(11) hm 2),. a,^.,- 0.0 



r-^oo 



Dagegen kann « von NuU verschieden ausfallen, wenn für B^ eine Zahl 
vom Charakter C, gewählt wlid. (Beispiel- a„+p - i, C^ — v . (v + 1). 

Alsdann wird: O^.^^-a.^.-Wiz+l) ^^--(v+l).(v+2)-''+^ 

also- limC,.-^^5Lt£ ö,+i«l, und andererseits: limC -a.^,-!) 

3. Verbmdet man jetzt femer das Zonver^ewi^kritenum (5) mit dem 
i)*ieri7e»wkriterium (1), so ergibt sich das folgende dißjunUwe K lienum 
eweiter Art.* 

(Kl) K(D,.-^lt£--i) )l^^" ^^""^d^nz, 

y^»\ " S+p+1 ''■''^''j>0: Konvergenz. 

Die Auswahl der positiven Zahlen B^ unterliegt dabei lediglich der Be- 
schränkung, daß 2B-^ divergieren muß Auch ist wiederum ohne 

1) DieBCB Besnltat büdet das Analogen und dio Ergänzung zu dem in S 47 
Nr 8 (S 822, Gl. (12a)-(16)) abgeleiteten. ' 
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weiteres einleuehtend, daß man, von emem irgendwie fixierten D 
auBgehend, ein wirksameres JDivergengkriierimD. erhält, wenn man 
fOi- D, das reziprok genommene Glied D/ einer passend gewählten, 
schwacher divergierenden Reihe Buljatitniert (namlich einer eolchen, bei 
der nicht allein i)/>-i)^, sondern auch; zum mindesten für jedes end- 

D' JD 

liehe V ^ »: -gtl ^ —^) Sodann laßt sicli aber zeigen, daß durch 

eine derartige Substitution, auch das betreffende JJTonüer^ewjefknterium 
eine Versohärfong erfährt. 

Geht man nämlich auf die JCoMi;cr^en£fknterien in ihrer wsprüng- 
lu^ien Form (1) zurück, so ist zunächst evident, daß dieselben um so 
wiricsainer ausfallen, je schwacJier die benützte Vergleiohsreihe^C^*"* 
honvergiert Drückt man hierauf, wie m Nr 1 gelehrt wurde, die (7, 
durch die zugehörigen M^ bzw. D^ aus, so entsprechen nach § 49, Nr. 2 
(S. 332) den schwacher konvergierenden Reihen ^0,"*^ auch langsamer #m- 
nehmende Zahlen Jf^. Da aber diese letzteren auch wiederum solche D^ 
erzeugen, welche schwacher dwergierenden Reihen angehören — vice versa — 
so folgt schließlich, daß die Emführung solcher D^ in die linke Seite der 
i^ormel (KJ auch eine Yerbeaserung des betreffenden Konvergeneh-itenvocoA 
bewirken muß. 

Um zunächst ein Anfangsknterium zu gewinnen, setzen wir in (£i): 

(12) D,- 



J^r-^v-l 



und unterwerfen dabei die M^ der Beschränkung: 

(13) M,^M,_, 

(die wiederum nur ein Ausschheßen relativ unwirksamer Kriterien be- 
deutet).^) Führt man sodann im Anschlüsse an § 48, S 328, Gl (13) 
statt Dy der Reihe nach Ausdrücke von folgender Form ein: 

(") ^'*' - -^^ A W) ^. (ft - 0, 1, 2. . ), 



1) Hieizu iflt htmeuihend (aber nicht notwendig^ daß- 

eine Bedingaog, die bei den übhohen Entenenskalen (s Nr. 6) allemal erfüllt ist. 
Denn man hat. 



■^v— 1 ^y v — l 



nnd daher, wenn man m dem Qrenzwertsatze § 87, S 280, Gl (18) ay'=M^_j^ 
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und setzt zur Abkürzung: 

(15) i»-Z,.(Jf,).i), 5^-i.(ilf,^,).D,^„ 

••»'+P + 1 

«o ergibt sich die Knierimshäai 

^ '^ ,-:>^ ' l>0: Konvergene, ^ ' ' ' ^ 

zur Fortseteung bzw. Verschärfur^ des Anfangskriterinms (E^). 

4. Die Kriterien (E,) gestatten noch eine gewisse Umformnng, 
welche die beim Übergänge von (Kj) zum ersten Kriterium (K,) oder 
Ton irgendeinem Kntenum dieser Skala zum ndckstfolgenden zu erzielende 
Ari der Verschärfung deutlicher erkennen läßt. 

Bezeichnet man den zur Bildung des Kriteriums (K^) dienenden Aus- 
druck mit l^f sodaß also; 



06) K-s, ^^i±iL--z).^„ 

"v + p + 1 



fp + : 

und vergleicht damit den aus Ol. (15) für X^ — O resultierenden, nämlich: 

(17) v'-J«; »,.^^=^-J»;+i •«,+.. 

•"»'+P+1 
80 folgt, wenn man OL (16) mit M^ multipliziert und von (17) sub- 
trahiert: 

V»)-Jf,?, (Jtf,.+x--af.) Dr^i 1 (wegen: D,^,-^-^), 

\ ■"*1'+l ■"*!'' 

also: 

(18) A,W--l-}-Jf,Z, 
Darnach wird aber: 

HmA^W l+limJf,?,, ErnJi;'») l-f-lmJf^Z,, 

oder in eine einzige Beziehung vereinigt: 

(19) n^A W 1 + n^ Jlf^Z,, 

wobei das Symbol lim so zu verstehen ist, daß auf beiden Seiten der 

♦"-►ob 

Gleichung entweder lim oder lim zu nehmen ist 



«ubBtitniert: 



JJf.._, D- 



lim — ^ — — lun 



Jf. v^-2>. 



falls der rechts stehende Grenzwert existiert 



Nx. 6 § 64. Die Enterien zweiter Axt 383 

Zur Ableitung des analogen Resultates für Ij-^-^^^ (Ä = 0; 1, 2, ■ ) 
hat man nacli (15): 

"r+p + l 

und daher, wenn man die erste dieser Gleichungen mit Ig^^^^itf^ multi- 
pliziert und Ton der zweiten subtrahiert, zunächst: 

(20) ;L/+*)~lg,^,J«,.AW- 

- (Ig,^, Jf.+i -ig*+i m;) . mM^^,) . D,^, . 

Da aber infolge der Bedingung M^ ^ -^^r+i (^1- (13)): 

JfcT^.i — JT 1 

(§ 38, Gl. (34)), so folgt aus (20), daß: 

(21) hm A^(*+i) 1+ h^lg^+i Jfcf, ■ A W. 

Mit Benützung der Relationen (19), (21) lassen sich also die Kriterien 
der Skala (K,) auch auf die folgende Form bringen 

Ihoergen0, 
Konvergeniff 

l^ve^ge^, (j^q, 1,3,...), 
Konvergenz, 



<L) 



(1) \v^M,-l,\^\ 

(2) li^lg,,,Jf, VM^I 



wobei also die Z^, A/> durch Gl. (16), (16) definiei-t sind. 

5. Über die Stellung des Eritonums (E!^) zu dem ersten Kriterium 
der Stala (Kg) oder (L), sowie über diejenige irgendeines Kriteriums der 
Skala (K,) oder (L) zum nächstfolgenden laßt sich auf Grund der Be- 
ziehungen (19) und (21) jetzt folgendes aussagen: 

Liefert das Fundamentalkntenum (K^) eme JEnisdieidimg ^ d h ist 
lim l^ van Nuü verschieden oder sind lim Z, und hm Z, beide von NuU ver- 

schieden und mit gleichem Vorzeichen versehen, so wird nach GL (19) 
lim AyW unendlich groß mit dem Vorzeichen von hm l^y gibt somit diesdbe 

JSntscheidung gleichsam in vergrößertem Maßstabe. 

Wenn dagegen das Kriterium (E^) versauf so ergeben sich fönende 
Möglichkeiten: 
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1) Es sind lim l^ und km l^ beide von NuU verschieden und mit ver- 

schiedetien VoreeicJien Tersehen. Alsdann folgt aus GL (19), daß: 
lim A,W =» — oo, iim k/i — + oo, d. h. es versagt aach das auf A^W be- 

zügliche Kriterium m analoger Weise (nämlicli wiederum noch m ver- 
größertem Maßstäbe) 

2) Es ist- lim l^ <=» 0, bzw. einer der beiden Hauptiimites lim l^ =- 0. 

Alsdann Jcann offenbar, wie GL (19) lehrt, hm A,W sehr wohl unzwei- 

deutig < bzw. > ausfallen und somit eine Entscheidung liefern: das 
betreffende Kriterium stellt also eine wirkliche Verbesserung von (Kj) dar. 
Ein Versagen des auf ;,/") bezüglichen Kriteriums kann dann wiederum 
nur in folgenden zwei Fallen stattfinden- 

a) Es ist: ]aQ,MJ^<l<hmMJ^, also- lim 1 W<0, InnA W>0^ 

*-»•*' »•->'«) v-*-j> v-*.a> 

d. h. das Kriterium lim A^W versagt genau in derselben Weise> 

1'->00 

wie das Kriterium lim l^ im Falle 1) 

b) Es ist- bm MJ^ — 1, bzw. einer der beiden Hauptlimite» 

hmJ^Jv =■ 1- Alsdann wird: lim A W — 0, bzw einer der beiden 

''-»■• *->« 

Hauptlimites hm A/)-0, d. h. das Kriteimm hi^A W versagt 
genau in derselben Weise^ wie das Kriterium hm l^ im Falle 2). 

Nun lehrt Gl (21), daß beim Übergange von dem auf X/) (k= 0, 1,2, • ) 
bezüglichen Kriterium zu dem nächstfolgenden (d h auf A,(*+i) be^üg- 
heben) genau dieselben Eventualitäten emtreten, wie beim Übergange von 
?, zu A^W. Daraus ergibt sich also msbesondere, daß im FaUe (2 a) das 
nächstfolgende Kriterium hm A^(i) sicher versagt; daß dagegen im Falle (2 b) 
dieses Kriterium eine Entscheidung hefert, sofern nicht für hm A,(^) die- 
jenigen Eventualitäten eintreten, die den FaUen (2a), (2b) entsprechen. 
So fortschließend gelangt man also zu den folgenden Ergebnissen: 

L Wenn das Kriterium (KJ oder irgendein Kriterium der Skala (K,) 
eine Entschetdmg hefert, so gilt das gleiche von jedem folgenden Kii- 
tenum 

IL Versagt das Kriterium (Kj) oder irgendein Kriterium von (K,) 
in der Weise, daß die betieffenden Sau^mites verschiedene Vorzeichen 
besitzen, bzw. versagt irgendein Kriterium von (L) so, daß der untere 
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Limes < 1, der e^e > 1 ausfällt: so versagt auch jedes folgende "Kn- 
terium. 

in. Versagt das Kriterium (Kj) oder 'irgendein Kriterium Ton (Kj) 
in d^ Weise, daß die NuU als Limes oder als emer der MaupiUmites auf- 
■fciitt; bzw. versagt irgendein Kriterium von (L) m der Weise, daß der 
betreffende Limes oder einer der Emptlimites — 1 wird: so liefert das 
folgende EJriterium eine Ents<^idimg, sofern nicht auch für dieses wie- 
derum einer der Fälle II, III eintritt. 

6. Die spezielle Wahl: M^ — v, also: 2)^—1, gibt wieder die eu,- 
weist gehräucfUtchen Kriterien etoetter Art. Aus (Kj), (Kg) resultiert auf 
diese Weise: 

^ '^ v^y,^^p+p+i ^ {>0: Konvergene 

Entsprechend ergibt sich aus der mit (Kj) gleichwertigen Kriterien- 
«kala (L) — wenn man der YoUständigkeit halber wiederum noch das 
Kriterium (Kj^') in entsprechender Umformung an die Spitze stellt: 



^ * ^ r>i»i.+p+i l > 1- Konvergeng. 



(LO 



Divergengf 
Konvergen/t. 



^ ^ y-:;:^ W+p + i M>1* 

<1: 
> 1 : Konvergenjs. 






(Ä-0,1,2,..). 



Das Kriterium (Kj') bzw. (K^") ist das Cauchysche Fundamentcd- 
kriterium eweiier Art. ^) 

Das erste Kriterium der Skala (K,') bzw. das Kriterium (L', 1) 
wird gewöhnlich als das Raab e sehe bezeichnet, während die übrige 
Skala (K^') — abgesehen von einem unwesentlichen Unterschiede in der 
Formulierung — von Bertrand herrührt. 



1) Man findet es gewöhnhoh in der Form] 

<»y+i r > 1 IHvergeM, 
v^oo »V l <C ^ 5 Konvergent, 

und unter der nnnOhg einBohr&nkendm YoraasBetsting, dafi der fragliche Lttnes 
überhaupt exisitert. 
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Ans der oben angestellten UntersTichung über den Wert der allge- 
meinen Kritenenskala (K^), (Kj) bzw (L) ergibt sich für die praktische 
Anwendung der vorstehenden Kriterien die folgende Regel 

Sind der obere und untere Limes von ( — ^^^ — 1 ) d. h von ( — 1) 

\a,+, + i / Xa^ + i / 

von Nidl verschieden und mit etügegengesetstem For^ezcÄen "behaftet, liegt 



«- 



also der Quotient — —, wie groß auch v angenommen werde, um mehr 
"f+i 

als eine gewisse positive Zahl teils olerhätb, teils unUrhdlb der JStnhmtf 
so versagt nicht bloß das Cauchysche Fundamentalkritermm, sondern 
alle Kriterien der Skala (Kj') bzw (L') Die Anwendung der letzteren 



o^ 



kommt also überhaupt nur m Fiage, wenn hm — ~ oder einer derSätyot- 
Umites lim — — den Wert 1 hat. 

Zur Prüfung der Beihe^a^ dient dann zunächst das Raabesche 
Kriterium (L', 1). Versagt dasselbe in der Weise, daß der betreffende 
untere I/mes < 1, der obere > 1 ausfällt, so versagen auch alle folgenden 
Kriteiien Erscheint dagegen als Limes bzw als einer der JBauptlirmtes 
der Wert 1, so hat man das erste Kriterium von (L', 2) zu Rate zu 
ziehen, also: 

^ ' ^^ ;^^ri'^ V ^+i.+i ^ vl>l: Konvergene 

Es ist klar, in welcher Weise diese Betrachtungen fortzusetzen sind^ 
falls auch dieses letjstere Kriterium versagen sollte. Wesentlich ist hierbei 
die Erkenntnis, daß die weitere Fortsetzung des Verfahrens resultatlos 
bleiben muß und daher auf engten ist, wenn für irgendeinen der zu prü- 
fenden Ausdrücke: lgt.t.ivfet(y)- q ""^^ — L^(v+l)j der ufdere Limes 
< 1, der (^ere > 1 ausfällt. 



§ 56. Anwendniig der Kriterien zweiter Art zur Ableitung der 
Ganß sehen Kriterien und deren Terallgemeiuerung. 

1 Die Beziehungen (Kj"), (L', 1), (L', 2) erweisen sich für die Kon- 
vergenzuntersuchung vieler in der Fnnktionenlehre häufig vorkommender 
Reihen als völlig ausreichend und können u a. mit Vorteil dazu benützt 
werden, um diejenigen, für gewisse Anwendungen sehr bequemen Kri- 
terien zu gewinnen, welche Gauß gelegentlich seiner Untersuchung über 



(3) 
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die hypergeometrische Eeihe auf umständliclierein Wege abgeleitet hat. 

Dieselben beziehen sich auf solche Beihen, bei denen der Quotient — — 
sich in die Form setzen läßt: "■•■* 

».4-1 " *'" + 5i *'»-* + •»,»''""*+ • +5«' 
wo m eine ganiae positive, A eine hdiehige positive Zahl bedeutet, während 
•^if -^f ' "f ^tf -^it ' " behebige positive oder negative Zahlen ein- 
schließlich der Null vorstellen.*) 

Schreibt man Gl. (1) zunächst folgendermaßen: 

(2) -^ Av*-^A^v + P, X + A«'"' + -P.v"' *) 

wo also: 

P^-,^4. J^v-i + .-. + ^^v-C»"-«) und daher: limP, — J,^ 

Q^-^B^+B^v-'-^'-' + B^v'^-^-*) „ „ limg,-J?,, 
so folgt zunächst: 
(4) Hm-^-il>0, 

v^go »F + 1 

und hieraus erkennt man, daß der Quotient schon von einer he- 

shmmten Stelle ab positiv ausfallen muß, die a^ also gleiches Yoreeichen 
besitzen. Wir können daher ohne Beschränkung der Allgemeinheit ay>0 
annehmen etwa fttr v^n. Nach Gl (4) hat man sodann: 

j Bivergengf yr&Dxi'. A<1, 

\ Koniergene, vi&oxi: .4>1. 
Ist nun gerade: 
(6) ^-1, 

so wird: 

(•) vi li — V 5-—— — -— 

(^t-JB,) + CP,-g^ 1;-* 



1) El iit kerne 'wesenthohe Bevohrftnkung der Allgemeinheit, daß wir der 
Potenz y" «m N«WMr den Eoefßnenten 1 beigelegt haben. Wäre deraelbe nftmliob 
von 1 lawKkiedm, jedoch pontxv, etwa — B, 10 kann man ihn durch MolÜphkation 

dei Zfthlen nnd Nenner« mit -g- allemal anf 1 redozieren. 

4} Man bemerke, daß diese ümformong ihren Sinn behftlt und die daran ge- 
knünfben Sohlfiiie ■raltio' bleiben, wenn BiteueH; i4, »■ 7}, miO eem tollte. 
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und daher: 

<8) hmv(-^^-l)''A,-B„ 

8odaß sich mit Benützung des Kriteriums (L', 1), S 386^ ergibt: 
I DivergenSf falls: J. = 1, A^ — B^<\y 
l Konvergmii, falls: J. =- 1, Ä^--B^'>1 

Ist nun wiederum: 

(10) A-5,-1, 
so wird* 

(11) . ^,(,Hhl)-^^--^--^-V^"^-\^'\ 
und daher: 

<12) bmlgv [v-- (v + l)j-lim _,^ 1, 0, 

fiodaß mit Benützung des Divergenzknteriums (L', 2) die Reihe ^a, als 
divergent erkannt wird. 

Betrachtet man z. B die sogenannte hypergeometrische Reihe: 

^^1 y ^^ 12 y (y+l) ^ + - •» 

für welche also: 

^ ^ ' 12. p .y (y + l) . (y + ^_l)'« > 

und daher: 

^ •' a^+i («-f-*) OS + v) ' « "" v*+(a+'/5)* + «? 

{wo HC eine positive, a, j8, y beliebige reelle Zahlen mit Ausnahme der 
ganeen negativen bedeuten sollen^)), so folgt zunächst aus (5), daß die 
Reihe divergiert für a; > 1, Jconvergiert für a; < 1 

Ist sodann a? — 1, so hat man hier: J-^ — 1 -f- y, Bj — a + /8, und somit 
ist die Reihe divergent, falls y^a + ft Tconvergent, falls y>a + /3. — 

1) Ware nämlich « — — » oder ß= — p (wo v eine natürliche Zahl), bo 
würde 0^+^, — (fOi f — 1, 2, 8, ), und wäre y — — v, so würde im Nenner von 
^f+P (* "" 1| 2, 8, • •) die NuU als Faktor auftreten, die Reihe also amnlofl werden 
Sind im übrigen die Zahlen «, /?, y sämthoh oder zum Teil negattv, so werden 
unter den Anfwogaghedem der Reihe auch ntgatwe vorkommen. Da indessen die 
Faktoren a + v, /3 + », y + * von einer gewiesen Stelle » — w ab sämtlich pontw 
werden rnüasen, so haben alle a^ für v^n dasaeJbe Vorge%chen, sodaß sich die 
Eeihe im wesentitdhm wie eine solche m%t lauter poarHoen Gltedem verhält (vgL 
S 67, Nr 1, 8. 401). 
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2. Die oben fOr den Fall der Beziehung (1) gewonnenen Kriterien 
lassen sicli noch in gewisser Weise veraUgemetnem. Zunächst folgt aus (2) 

fUr A=='lf daß sich der Quotient — — nut Hilfe einer identischen TJm- 

formung auch m die Form setzen läßt: 

oder anders geschrieben: 

(16) _?v_„l + A4.^ 

■wo: 



also mit Benützung von Gl (3): 

(18) hm E, - ^j - j?j - Ä,Bj^ + £,' 

v->oo 

Man erkennt nun ohne weiteres^ daß die oben gefundenen Divergenz- 
und Konvergenzbedmgungen ganz und gar nicht von der besonderen 
Form des B^ abhängen, sondern ledighch darauf beruhen, daß R^ mit v 
mcht ins Unendliche wachst 

Betrachten wii also jetzt Reihen ^a^, für welche der Quotient — — 

sich in der Weise in die Form (16) setzen läßt, daß h eme behebige 
von V unabhängige, B^ eine von v eventuell alihcmgige Zahl bedeutet 
und lim i2y < oo, so hat man zunächst* 

V->"00 

(19) limr(^-l)-Ä, 

sodaß die Reihe nach (9) d%verg%ertj falls ä < 1, Tzonvergiert, falls Ä > 1. 
Ist sodann 7c » 1, so wird. 

(20) Lmlg,;(v.-^-(v + l;)-lim^-0,^) 

woraus dann wieder nach (12) die Dvoergenz von ^a^ resultiert 

Dem zuletzt betrachteten Reihentypus gehören u a alle diejenigen 

Reihen an, bei denen sich — ^ zum mindesten für v ^ n durch eme hm- 



1) Ea würde also f&r das fraghclie Eesaltat aucli schon ausreichen, wenn, nni 

V 



' lg» 



26 
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Dergierende Reihe yon der Form: 

(21) _fL..n.^4.^+i|4. .. 

darsteUen Ifißt, in welchem Falle offenbar: 

(22) B,_6. + ^ + l| + ..._s, + i.(6,+^ + ...). 

Da, wie leicht zn sehen ^), die Eeihe (21) zum mindesten fOr v^n + I 
auch konvergent bleibt, wenn man die h^ durch ihre absoluten Beträgt 
ersetzt, so hat man, wenn etwa: 









I&.I + 




4-- 


gesetzt 


wird, 


fflr 


v>n + l 


: 




d h: 








hm JB, - Jj 


s, 



Die Reihe ^a^ dwergiert also, falls Z)^^ 1, sie konvergiert, falls &^ > 1. 

§ 56 Über die Tragrweite der Kriterien zweiter ixt nnd ihre 
Beziehungen zn den Kriterien erster Art. 

1 Wie bereits m § 47, Nr. 3 (S. 321) und Nr. 4 (S 323) hervor- 
gehoben wurde, liegt es in der Natur der Sache, daß die Tragweite irgend- 
eines Eritenums eweüer Art wesenthch geringer sein muß, als diejenige^ 
des entsprechenden Eriteriums erster Art 

Hierzu mag zunächst in Hinsicht auf das Gauchysche Fundamental- 
kritenum zweiter Art noch ausdrtloklich bemerkt werden, daß ^e Existenz 

eines bestimmten Orenjswertes lim^^^^ oder auch nur solcher SaupütmtieSy. 



1) Man hat nämhdh für X « 1, S, 8, 






alio, da die Zahlen — r- infolge der fQr «>«- n beitehendeiü EonveigesE der Reihe (21> 

n 
eine endhohe obere Grense O haben müisen, fOr v^m-)- 1 

wo r ■ j das allgemeine Glied einer kontfergenten Reihe iit. 
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welche beide < 1 bzw. beide > 1, duroli die Konvergenz bzw. Divergene 
der Reihe ^a, in keiner Weise pra/judunert wird Dies geht wiedemm mit 
voller Evidenz schon daraus hervor, dafi die Konvergenz bzw. Ihvergenz 
einer Reihe ^a^ nichi alteriert wird, wenn man die Terme a, irgendwie 
umordnet oder mit ganz bdiebigen positiven (nur im Falle der Konvergenz 
stets unter einer festen Schranke, im Falle der Divergenz stets oberhalb 
einer positiven Zahl bleibenden) Faktoren midtiphzwrt' jede dieser Operar 
tionen laßt sich dann offenbar so emnchten, daß für die resultierende 

Reihe ^a/ die Quotienten -s^ (v — » 0, 1, 2, • •) den verschiedenartigsten 

00 00 

Gesetzen gehorchen Bildet man z B. aus der Reihe: ^ a^ — ^»«^ welche 



00 

för a<l hmvergiertf für a>l divergiert, eine neue Reihe ^»a/, mdem 



man jedes Ghed von der Form a^x^x (^""0, 1,2, •••) vor das entsprechende 
Glied aj;j setzt — eine Operation, die sich übrigens durcl; die Formel 
ausdrücken läßt: 

00 <0 

(1) ^ra^-^ß-'+C-i)' (also: «;»«*+(-»)"), 



so ergibt sich' 



d. h: 



^r+l „ 1 «!-> (-1)* 






Bodaß also die Werte der Quotienten -^ abwechselnd db&rhalb und unter- 

*** 

liaTh der Evnhe^ liegen, gleichgültig ob et < 1 (Kowoergene) oder a > 1 
(Divergenz) 

Wendet man denselben ümordnungsprozeß auf die Reihe mit dem 
allgemeinen Gliede a^ « a* an, für welche: 



f^-««v + l 



und somit. 



falls a<l: hm — ^^ — {Konv&rgenz\ 

*->oo % 

falls a > 1 : lim -^^ «- oo (Dwergenz) , 



*->oo "v 

26^ 
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00 OS 

so ergibt sich för die resultierende Reihe ^a/ ~^ ^v (xfyH-i-ry ; 



^v» + 2r + l + 8(v + l) (-Ij^ + i + l 



•» + 1 



nnd daher 



; ^ «»"(i-a (-i)*")-« (-ir+1 



a-*^-i^ .^!«i±l„a«(«a+i)+». 



«2A ' aäx+i 



IVTan erkennt hieraus, daß der Quotient'-^ die HaaptUmites und oo 

besitzt, gleichgültig, oh a<l {Konv&rgem) oder a>l {Divergeng). Ob- 
sphon also — im Falle a< 1 ~ beim Übergange von a^^ zu a^x+i jedes- 
mal eine bo starke Zunahme erfolgt, daß der Quotient -?iti mit k über 

alle Grenzen wachst, so ist die betreffende Reihe nichtsdesto weniger hon- 
vergent, und das analoge gilt imDivergenssiaRe «> 1 bezüglich der Glieder- 
a&nahme. - 

2 Bei den eben betrachteten Beispielen findet immerhin eine be- 
standig alternierende Ah- und Mitnahme der Gheder statt. Es lassen sich 
aber auch konvergente Reihen von der Beschaffenheit angeben, daß die 

Stellen v, für welche der Quotient -^^ jede noch so große Zahl über- 

r 

steigt, Bchließhch immer ecMreicher werden, während die Häufigkeit der 
Stellen, an welchen eme Gliedero&nahme stattendet, mit wachsendem v 
ufibegrmet abmmmt. Das analoge gilt wiederum mutahs muiandts für den 
DiVf^gensiaXL 

Es werde gesetzt* 

(2) 



1 



* (" + 1) • (Ev^J + i)" 

wo [l/*] die größte in ]/«/ enthaltene ganze Zahl bedeutet und das im 
Nenner von a^ stehende Produkt sich auf alle ganzen Zahlen von v bis 
([Yvi + 1)' einschließlich erstrecken solL Da nun: 

alsor 

([V«0+l)'>v, d.h. ^r + l, 
so erkennt man zunächst, daß: 

1 



a.. 



V (•4-1)' 
und somit J^a^ konvergiert Legt man v einen der Werte. 

i>,X»+l, ...,(A + 1)«-1 (A-1,2,3, .) 
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bei, so hat man wegen: 2* ^ v < (X + 1)" durchweg: 

und daher: 

Gehören also v und (v-f 1) heide der Zahlenreihe A", X'+l; • > ('^+ 1)*— 1 
an, so wird: 

und somit: 

(4) f^-. 

Dagegen hat man fOr: v - (;i,+ 1)«- 1, v + 1 - (A + 1)»: 

1 

(5) 



1 

^»+i"(x + i)i(a+i)«+i) . (^+2)«' 



und: 

/«>! ^!Lhi _JLti^-li - 

^^ a, "'((i + i)« + i)...(i + a)« (v+2) -([VH^n + i)' 

Der Quotient -^^ nimmt somit „*w aUgememen" nach Gl (5) den 

(scMteßltch über alle Grernen wachsenden) Wert v an, nämlich mit einr 
jnger Ausnahme der offenbar in immer größeren Abständen auftretenden 
SteUen: «; - (X+ 1)« - 1 (;i - 1, 2, 3, • ■), wo also {v + 1) eine Quadrat- 
jsähl ist 

Betrachtet man statt der Reihe ^ a^ die Reihe ^'t.' ^^ ^* '^^ 
offenbar eme divergente Reihe mit den ««feprgcÄewdfi« Eigentümlichkeiten, 
du h. der betreffende Quotient nimmt hier „im allgemeinen" den mit wach- 
sendem V Idiebig Mein werdenden Wert -^ an, während die nur v&remedt 
auftretenden Stellen, bei welchen eme Gliederxfttnahme stattfindet, immer 
seltener werden. 

8. Um die Beziehung zwischen den au chy sehen Fundamental- 
knterien erster und eweiter Art (§ 50, S. 341, Formel (D') und § 54, 
S. 386, Formel (Ki") und Fußnote) festzustellen, beweisen wir zunächst 
den folgenden (m der Hauptsache von Cauchy herrührenden) Satz: 

Ist Z ^ der untere, L ^oo der olere Limes von — ^ - 
ßr v—^oo, so isi der untere Lmes von Vä^ mindestens — /, 
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der obere höchstens — i. Ist also insbesondere l^-L, also 
lim _1±1 «« x, so wird aw3i hm Ya^ — L 



a. 



Beweis. Wir setzen zunächst Z als posvtvo (also von NvM verschieden), 
L als encUich voraus. Alsdann läßt sich einer behebig klein (insbeson- 
dere < T) anzunehmenden postUven Zahl c eine positwe gange Zahl m so 
zuordnen, daß: 

(7) Z — fi<-^5^<L + £ förv^w. 

Ist sodann n eine positive ganze Zahl > m, und setzt man m üngl (7) 
der Reihe nach v =- «», (m4- 1)» • ' •, (w — 1), so folgt durch Multiph- 
kation der resultierenden Ungleichungen: 

Q _ sy-«* < ^ < (L + £)«-«, 

ni 

also, wenn man diese Ungleichung mit a„ multipliziert und in die 
—** Potenz erhebt: 

(8) (l-sf-^.aJ<V^,<(L + 8f-'^-a^. 
Läßt man jetzt n ins Unendliche wachsen, so folgt, wegen: 

m ml 

hm (? — fi)~ " — 1, lim (£ + e)~ * =- 1, hm a^ = 1 

n-*» n-^-o» »-►od 

(s § 30 am Ende, S 186) zunächst: 

l — s^ hm V% ^ J^ + fij 

«-►OD 

und da e behebig klein gemacht werden kann, schheßhch: 

in Worten: Das GVen;nn^ert;aZZ ron f^ kann niemals über dasjemge 
Ton -^^^ Mnausro^^n (wohl aber enger sem) Ist nun speziell Z => L, so 

"n 

folgt aus Ungl (9), daß auch: 

(10) Z - hm Vö; - L, 

«-»■00 

d h. man hat aUemal: 

(11) hmV5;-hm^, 

«-►od «-►» "« 

wenn dieser letgtere Qrenzwert existiert (die Werte und oo vorläufig 
noch ausgeschlossen^ — aber nicht umgekehrt (Beispiel s Nr. 4). 
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Ist jetzt Z — bzw. Z B- oo, so bleibt ü^agL (9) oiSenbar gleiobfalla 
in Kraft, solange l und L yersohieden sind, da ja der untere Limes 

Ton — — mindestens — 0, der obere höchstens — oo ist. 
» 

Hat man dagegen Z <— £ <— 0, so tritt an die Stelle der Ungleichung {!) 

«ine von der Form: 

0<-^<fi für: v^m, 

xmd daher an die Stelle ron üngL (8) die folgende: 

1 ^ - 

'woraus dann analog wie oben: 

<12) limV^-0 (-lim^ti) 

resultiert. 

Ist Bohheßlioh Z =» Zi — oo, so hat man: hm— ^ — 0, wenn 6» — — 
gesetzt wird; und somit nach Gl. (12): »»-»••>• 

0-limV6:-lim-i=, 

also: 

<13) lLmVö;-oo (-lim^) 

«-►00 * n-VOB n ' 

Hiermit ist der oben ausgesprochene Satz ohne jede Einschränkung 
1>ewiesen 

4 Das in GL (11), (12), (13) enthaltene Resultat kann zuweilen mit 
Yorteil dazu verwendet werden, um den Grenzwert von y/p^ fttr v— >-oo 

zu berechnen, wenn deijenige von -^^ leichter zu ermitteln ist So findet 
man jetzt z B. aus: 

ohne weiteres: 

{14) lim Vv« — 1 *^), lini Vvl — oo . 

Als Beispiel dafür, daß diese Schlußweise, wie oben im Anschluß 
an GL (11) bemerkt wurde, nicht umkehrbar ist, betrachte man die Aus- 
drücke: 

1) Vgl § 87, Nr. 8, B. 280, Fußn 1. 



396 Abschnitt II Kap. II Eeihen mit lauter positiven Gliedern Nr 4. 

Hier wird: 

(a) hm V^ - 1 (da nach (14)- hm Vv - hm yv^ = 1), 

(b) hmV^-l, 



(16) 



»->■• 



mid dieser Ausdruck hat für v -^- oo den Grenzwert oder c», je nach- 
dem V gerade oder ungerade Man hat somit: 

(17J ^mPi'-o, K^ = oo 

Andererseits besitzt 



bei geradm Werten von v für v — >■ c» den Grenzwert e, bei ungeraden 
den Gh-enzwert e~*, sodaß also* 

(18) ^'-^-l, ^^-^ - 

Die Anwendung des in Nr. 3 bewiesenen Satzes auf die Cauchy- 
sohen Fundamentalkriterien ergibt offenbar das folgende Resultat: 

Liefert das FundamentcUJcriterium ^wexter Art heeüghch der 
Beihe^a^ eine Entscheidung, oder lersagt es m der Weise, daß 
der Qrenewert 1 0um Vorscfiein Tcommt, so gut das gleiche von- 
dem Kriterium erster Art 

Dagegen "kann das letztere noch eine Entsdteidung liefern^ 
wenn das erstere in der Weise versagt, daß • 

hm— +-^1, dagegen- h^^^l.^) 
Man betrachte z B. die in Nr 1 durch Umordnung der Reihen 

OB OD 00 OO 

yja^^ra"^ gebüdeten Reihen ^a^+C-D", ^aC^+C-D")*, welche 



offenbar auf das Oauchysche Kriterium erster Art reagieren, wahrend 



1) Das Oletchheitszenchen soll dabei natdrlich nur für ane der beiden Be- 
ziehungen gelten, da ja andem&lls. 



hm— ti:, d h.- lim^^ti-1. 



Nr 6 § 56 Über die Tragweite der Zntenen' zweiter Ait. 397 

dasjenige aweiter Art vollständig versagt; femer die Reihe mit dem all- 
gemeinen Glieder a^ =- j9, a" - 1;(-l)^ «" Hier wird: lim Va^ — a (GL 16 a% 

woraus die Konvergenz der Reihe für a < 1, die Biiergerut für a > 1 
resultiert Dagegen hat man nach Gl. (17): 

sodaß also das Kriterium eweUer Art wieder vollständig versagt 

Bei der Reihe mit dem aUgemeinen Gliede: a^'^q^ a*— f — «gj 

hat man ebenfalls (nach GL (16 b)): lim Yäl — a, also Zbn«er<^e»w fttr a< 1^ 
Bwergene für «> 1. Andererseits wird nach GL (18): 

woraus nur soviel gefolgert werden kann, daß die Reihe für « < -r» Tio^f^ 
vergiert f für « > e' dwergiertf während für solche Werte von «, welche 
dem Intervalle — ^ « ^ e' angehören, das Yerhalten der Reihe frag- 
lich bleibt 

5 Eine ganz analoge Beziehung, wie die soeben für die Cauchy- 
sehen Fundamentalkriterien entwickelte, findet ganz aUgemem zwischen 
den disjunktiven Kriterien eweder und den entsprechenden erster Art 
statt 1) Setzt man, wie in § 54, S 382, Gl (16): 

<19) Z.-D. -^!L±^-D,^„ wo: I)-^^M,^M,_, (a.a GL(12)), 

so lautet das di^uriktive JSntenum zweiter Art (a. a. Formel (K^)): 

f < : Divergenz, 
(20) hm Z J \, ^ ^ ' 

^ ' «->.0D l>0: Konvergenz 

Wird ferner gesetzt: 



M.-M. 



n-l 



lg \ ""^ lg 



(21) Jc^ - ^—w^ "/^"""-^^ (wo speziell: A"' - -Mo)> 



so h^t man als di^iunMves Kriterium erster Art (§ 50, S 338,. 



Formel (E)): 



(22) hm Ä;, ( 



^ ^ f < : Divergenz, 

> : jEbnver^öW. 



1) Über die Benehtmg der Kriterien Bweitar Art zu der Grengwertform der Kn- 
tenen erster Art b die Bemerkimgeii m § 47, Nr 8 (B 822) Tind § 64, Nr, 2 (8. 879). 
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Es soll nuiL gezeigt werden, dafi das GrenswterväU von k^ memals 
über dasjenige von l^ hmmsragen kann, nnd daß daher insbesondere 
lim \ — lim l^ wird, falls der letistere Grenzwert exishert 

Dabei können wir uns auf den Fall lim J!)„ » oo beschränken, da 

<lie Annahme eines endhchen bm D^, wobei man offenbar ohne Beschran- 

kung der Allgemeinheit lim D„ =- 1 setzen kann, auf den zuvor behan- 

tlelten Fall der Cauohy sehen Fnndamentalkritenen führi (Die Annahme, 
•daß hm D, = oder daß dieser Ghrenzwert überhaupt nicht existiert, 

bietet für die ELriterienbildung kein Interesse ) 

Seien nun Z, L die zunächst als endlich angenommenen Hauptlimites 
"von l^ fftr M — *• oo, so kann man jeder beliebig kleinen positiven Zahl s 
'eine positive ganze Zahl m so zuordnen, daß. 



<23) 



l-s<D, 



und außerdem im Falle 2 < : 



D,+i<i + e für v^m 



<24) 



l-s 



'f+l 



< 1 für V ^ w 1) 



Bringt man sodann UngL (23) auf die Form 

l + 'fl^^S^^i + ttl (.^„), 

«0 folgt, daß auch: 

Nun ist Bllgeraein fBr « > - 1 (§ S4, S- 206, Unjfl (3)): 

sodaß aus üngL (26) die folgende resultieiH;. 
l — s 



(26) 



■^^ + 1 ^i„ ^r^r 



1 + 



T^<'«K 



+p 



V 



'T+l*V+i» + l 



< 






»-+1 



1) Im Falle L ^ hat man, wegen l ^ i, steta: 



zeitiff iDit 



/ — « 



D 



r + l 



<^ 1 schon von selbst auch: 



L-a 



B 



»+1 



(v^w) 

I|^ |L|, Bodaß gleich- 
<1 
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Durch Substitution von v — »», m-f-1, , n — 1 (wo w > j») und durch 
Addition der betreffenden Ungleichungen findet man: 

(27) (l-e).^.p^-JD-^<\g^^t^<(L-^a)^D--, 

m + l " '» + P ^1 

WO- 

(28) p^^i =^ ^— -, also: hmjp, -= 1 

14.1 i »'->oo 

M 

Dividiert man die letzte Ungleichung noch durch ^vD^"^ und laßt 
sodann n ins Unendliche wachsen, wobei offenbar: o 



^yp^n-^ ^^rD-^ ^^^D-^ (§ 48, S. 325, Fußn. 2), 

m+l 

■^t»«m+p , 1 



m+l m+l 

und: 



Iff 



n-»-oo 





lg ' 





so geht aus UngL (27) die folgende hervor: 



nnd da £ behebig klein gemacht werden kann, schließhch' 

(29) l^'^k^^L. 

Ist also speziell Z = L d. h lim l^ endhoh und bestimmt (den Wert NuU 
eingeschlossen), so wird: 

(30) lim Ä„ = lim l^ 

Femer bleibt Ungl (29) offenbar wieder ohne weiteres gültig, wenn. 
2 =« — oo, bzw. Z) = + cx>, sofern nur l und L verschieden smd 
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Ist dagegen ? — £ — + oo, so tritt an die Stelle der üngl (23) eine 
:^on der Form: 

D,^^^r±l-^D,^^^Ä für: v^m, 

WO A eine hdtebig groß Torznsohreibende positive ZaU bedeutet. Als> 
dann folgt aber mit Hülfe der oben angewendeten Schlußweise, daß auch: 

^^ ^n ^ ^ ^' ^> Bchließlich: — oo 
werden muß. 

Das analoge ergibt sieb, im Falle Z»X — — oo. Die Gleichung (30) 
behält somit auch ihre Gültigkeit, falls lim l„'=±.<x>. 

Da der zur Ableitung der Beziehungen (29), (30) angewendete 
Prozeß wiederum nicht umMirhar ist, so ergibt sich hiemach das fol- 
gende Resultat: 

Liefert das Kriterium gweiter Art: 

«i->oa ll->Bo\ »tt+p + l / 

hemgUch der Beihe^a^ eine Entscheidung, oder versagt das- 
äße durch das Auftreten des Qrenewertes Null, so gut das 
gleiche von dem Kriterium erster Art: 



lg 



lim Ä;,- lim „"^"V^ . 



-1 





Dagegen Tcann das letetere etne Entscheidung liefern, wenn das 
erstere in der Weise versagt, daß: 



1) Wobei Belbstventändlich das Zeichen = -wiederum nur für eine der be- 
treffenden Bedmgnngen in Betracht kommt. 
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ETapitel III 

Beihen mit positiren und negatiTen Gfliedern. 

§ 57. Albsolute und nicht- albsolule KouTerf^enz. — Blemanns Satz 

tLher die Herstellung einer nicht -absolut konyergenten BeUie mit 

^gehenen Gliedern und beliehig Yorgeschriebener Summe. 

1. Die ITntersucbnng einer Reihe mit lauier negoH/oen Gliedern (— a,), 
wo also a^ > 0, läßt sich vermöge der Beziehnng: 

n n 



ohne weiteres auf diejenige einer Reihe mit positiven Gliedern zurück- 
führen ^) Insbesondere wird also auch eine solche Reihe immer nva: konver- 
gieren oder etgenüich divergieren (nämlich nach — oo) und sie wird, falls 
aie konvergiert, stets unbedingt konvergieren — auch in dem erweiterten 

oo 

Sinne, daß die Reihensumme nicht geändert wird, wenn man^v(— a^) in 



«ine endliche oder unendliche Anzahl von Partialreihen zerlegt und so- 
dann die aus den Summen der letzteren gebildete Reihe summiert (§ 46, 
Nr. 3, S. 312) Ebenso läßt sich auch der für ein eweifach-unendUches 
Schema von positiven Gliedern a^") bewiesene Satz (§ 46, Nr 4, S 317, 
Gl. (23)) ohne weiteres auf ein solches von lauter n^ativen Gliedern {—ajH''^) 
übertragen. 

Auch eine Reihe mit positiven und negativen Gliedern, bei welcher 
entweder die negativen oder die positiven Gheder nur in endlicfier Zahl 
vorkommen, bietet nichts wesentlich neues: denn ihre Untersuchung läßt 
sich nach Abtrennung emer gewissen endlichen Anzahl von Anfangsghedern 
auf diejenige einer Reihe mit lauter gleichbeeeichneten, also schließlich mit 
lauter positiven Gliedern zurückführen. 

Sei jetzt aber eme Reihe ^u^ vorgelegt, welche sowohl positive als 
negative Gheder in unbegrenzter Anzahl enthält Werden alsdann die 
positiven Gheder in derjenigen Reihenfolge, wie sie m der obigen Reihe 
auftreten, mit «j, Oj, Oj, • • •, die negativen mit — 6i, — 6j, — &8> * * ^ö" 
zeichnet, und setzt man: 

V fl f 

(1) 2**«'"*^' 2«^x-^/t7 ^'K'-^M' 



1) Für den Fall der Konvergenis i. | U, S. 802, Gl (82) 
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80 Wird" 

(2) S,-\-Bn,> 

wenn m^ die Anzahl der positiven, «^ diejenige der negativen Glieder 
bedeutet, welche m s^ vorkommen. «Laßt man jetzt v, also auch m^, n^ 
■über alle Grenzen wachsen, so folgt. 

(3) S*,-^(A,,-5n,) 
v->eo *-Voo ' ^ 

Es können nan die folgenden drei wesenthch verschiedenen Fälle 
eintreten • 

I Die Reihen ^a^, 2K ^^^ ^^^^^ hmvergenf, sodaß man setzen 
kann: 

eo OD 

(4a) ^a,=.liniJ. -^, yih^ ^ hm B '■^ B 

AkduTiTi geht GL (3) m die folgende über: 
(4b) hm 8,=- A-B, 

r->oo 

d h. die vorgelegte Reihe ^u^ ist m diesem PaUe konvergent und ihre 

oo eo 

Summe ist gleich der Summe aus: ^(i^ und ^ (— & J 

1 1 

Dabei läßt sich die Bedingung, daß ^a^, ^\ einiseb% konvergieren 
sollen, noch durch eine etwas einfachere ersetzen Die aus den absoluten 
Beträgen der Glieder u^ gebildete Reihe 2\u^ enthält offenbar genau 
dieselben Gheder, wie die beiden Reihen 2%, ^b^ zusammen, sie kon- 
v^iert daher sicher^ wenn jene leMbn Reihen Jconvergierm Und umge- 
kehrt: wenn ^\u^\ Tconvergiert, so miiß auch jede der Reihen ^a^, ^\ 
als eme aus der Reihe 2\u>^\ (mit lauter positvoen Gbedern) heraus- 
gehobene Partialreihe Icomergieren Somit gilt der Satz: 

Mne Beihe mtt posüiven und negativen Ghedern ist sicher 
Tconvergent, wenn die Beihe der dhsokden Beträge "konvergiert 

Eme Reihe, für welche diese Voraussetzung zutruGft, soll absolut 
konvergent heißen. 

II. Konvergiert nur eine der beiden Reihen ^a^, ^h , so lehrt 
GL (3), daß ^u^ divergieren muß und zwar „eigentlich", nämlich nach 
-f 00, wenn ^a^ divergiert, nach — oo, wenn ^6^ divergiert 
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III. Divergieren die heiden Eeihen ^a^, JSK) ^^^ ^^^ ^^so- 

lini^m, -oo, limJ? -c», 

SO läßt sich im allgemeinen aus Gl. (3) zunHchst kein bestimmter Schluß- 
auf die Beschaffenheit von lim s^ ziehen. Nur in dem Falle, daß lim | m^ \ 

bzw. hm I u^ I von Null verschifdeu ist, erkennt man nach den» fi ilher 

gesagten (s. § 44, Nr. 4, S. 299) ohne weiteres, daß ^u^ divergurm muß 
Ist dagegen lim«^ — 0, so läßt sich zeigen, daß ^u^je narh der Anord- 

nung der Gheder sowohl Jconvergieren, als auch eigentlich dtvergte) en od» t 
osgiüieren kann. 

2. Hierzu beweisen wir zunächst den folgenden von Rio mann her- 
rührenden Satz: 

Hai man xwei unbegrenzte Folgen 2iosttiver Zahlm («J, (&^) 
von der Beseha/fenJiett, daß lim a^ — lim h^'^0 ist und die liethen 

^"x> S^x divergieren, so lassen sich die Zahlen o,, a,, «g, • • 
und — &u — &i, — &8, • • • deraiiig in eine unendliche linke an- 
ordnenf daß dieselbe konvergiert und eine vorgeschriebene Suntine s^ 
besitzt 
Beweis Es sei — um irgendeine Festsetzung zu treffen — die un 
übrigen beliebig vorzuschreibende Summe s etwa ^ gewühlt. Alsdann 
entnehme man der P'olgo der a^ zunächst so viele GHioder «j, Oj, •• , «,„^, 
daß deren Summe die Zahl s gerade itbersteigt (was infolge der Bivergenit 
von JS^H B^e^ möglich ist), aber bei Weglassung des letzten Summan- 
den a„^ die Zahl s höchstens erreichen wUrdo, sodaß also: 

fl, -l-fl»H + ««, >^^ a, + a, + •• +«„,_.! ^s 

oder, wenn zur Abkürzung: 

(5) ai + a, + . • + a„^ - tfi 
gesetzt wird; 

(6) <yi>5^tfi-«m,- 

Nun füge man zu ü^ so viele negative Gheder — ^i» --&s; • • •» — ft«^; daß. 
die jetzt entstehende Summe: 

(7) «y/-tf,-6,-6, 6„^ 

gerade noch unter s herabsinkt, aber bei Weglaasung des letzten nega- 
tiven Gliedes (—6,^) die Zahl s zum mindesten noch erreichen würde,, 
sodaß also: 
m d'^s^^aZ-^h 
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Jetzt bilde man wiederum aus tf^' durch Hinzufttgung weiterer positiver 
Glieder eine Summe: 

<9) tfa = <*i' + V+i + ««x+s« + •• + ««^ 

Ton der Ai-t, daß tf, die Zahl s vibersteigt, aber bei Weglassung des letzten 

<3Hiedes a^ sie hb(^tens erreichen würde, also: 

{10) <fi>s'^(fi — a^, 

und hierauf durch Hinzufttgung weiterer negaiwer Glieder eine Summe: 

(11) fi-ti-K+i-K+i-' --K' 

sodaß: 

<12) < <s^ < + &„.• 

Fährt man in dieser Weise ^ort, so gelangt man emmal zu einer 
aus w, positiven Gliedern («i, «b; "•> ^m ) ^°^ **»-i *««i^öt^eM Ghedern 
■(— 6^, — &j, •••, — 6 ) bestehenden Summe <J^, welche nach Analogie 

Ton Ungl. (6) und (10) der Bedmgong genügt: 

(13) ^>«^<'v-«m,; 

oder anders geschrieben* 

a3a) 0<tf„-5^a„^; 

desgleichen zu emer aus m^ |;£)52i(}t;£n und n^ negativen Gliedern bestehen- 
den Summe <;/, sodaß. 

(14) <<s£6:+K^, 

oder anders geschrieben* 

(14a) 0<5-<^&,^. 

Infolge der Voraussetzung lim a^ — lim d^ — läßt sich aber jeder 

beliebig Hemen positiven Zahl £ eine positive ganze Zahl m so zu- 
ordnen, daß: 

<^m,<h \<^f falls: 'M^W; 

sodaß dann gleichzeitig nach üngl (13a), (14a)* 

<lo) 0<6y — $<e, 0<5-(j,'<fi 

wird, woraus zunkohst soviel hervorgeht, daß bei unbegrenzter Fort- 
setzung des angezeigten Verfahrens die besonderen, mit 6^, öj bezeich- 
neten Summen für i/ — > oo gegen den Grenzwert 8 konvergieren 

Bezeichnet man jetzt allgemein mit s^ die Summe der ersten [i Gheder 
der durch obiges Verehren erzeugten Reihe, so wird, wenn s mit emem 
negativen Gliede schheßt und etwa: 
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s^ den Bedingungen genügen 

Schließt dagegen s^ mit einem positiven Gliede und hat man 

so wird* 

Bodaß sich allgemein ergibt: 

f lim (y, 

(18) li"^*^-- r* A-s^) 

fi-^» ^ lim tf/ ^ 

Zugleich ist ohne weiteres klar, wie das betreflfende Yerfahren zu modi- 
fizieren ist, falls etwa s < Torgesohrieben worden wäre. 

3. Der eben bewiesene Satz ist noch insofern einer Erweiterung 
fähig, als man durch passende Anordnung der Glieder (aj, (— fej ^^^^h 
erzielen kann, daß s^ für ^ — ► oo zwischen irgendzwei vorgeschriebenen 
Zahlen Z, h os»'iXl%ert oder auch nach + oo bzw. — oo div&rgiert. 

Sei etwa die als o6erer Limes von s^ vorgelegte Zahl i^O, so hat 
man offenbar, um das gewünschte Resultat zu erzielen, mit Beibehaltung 
der m Nr 2 gebrauchten Bezeichnung nur bo zu verfahren, daß (siehe 
Ungl. (13) und (14)). 

worauf dann . 

lim s^ = i , lim Ä^ = Z 

wird. (Analog für den Fall i<0.) 

SoU ferner lim s^^ «= + oo werden, so nehme mau eine Reihe waoh- 

Sender positiver Zahlen M^y Jlfg, • •, M^, • • so an, daß hm M^ ■» oo. 

1'->0B 

Modifiziert man sodann das in Nr. 2 angegebene Yerfahren in Aer 
Weise, daß 

1) Der Inhalt dieser letzten Betraohtong läßt sich auch folgendermaßen for- 
mnlieren Man hat offenbar 

lim « ■» lim ffy, hna 5,j =* lim «r^ 

/<->-oo " i->oo /(->-ao ' v->OB 

und daher, wegen 

schließhoh auch 

lim «„ ■=■ fi 

/(-♦■oe ^ 

I TT 1 T 9 27 



lim 

t->30 


lim 

/(-♦■oe 


lim ff^ 




s, 
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Tergieren mnß: andernfalls ließe sie sicli ja naoh dem erweiterien JRi&nann- 
schen Satze (Nr 3 des vorigen Paragraphen) durch. TJmordming auch 
divergent machen. Aus dem Umstände, daß die Reihe cä>8olwi konvergiert^ 
ergibt sich dann aber ohne weiteres die ünveränderhchkeit ihrer Summe, 
also die unhedmgte Konvergens m dem ;frtlheren engeren Sinne 

3 Der Satz von der UnveränderUchJceti der Heihensumme bleibt aber, 
geradeso wie bei konvergenten Reihen mit lauter positiven Gliedern auch 

00 

dann noch bestehen, wenn man die cämlut Tconvergente Reihe ^t*» in 
eine tmendltche Anzahl von Partialreihen- o 



(6) 



+ K^' + «if'> + • +«;*>+ ) 
+ 

+ • • ... 



zerlegt und sodann die Summe der aus den einzelnen Partialreihen (Zeilen- 
summen) bestehenden Reihe bildet, d h. man hat: 

c) SS"'' -2"'- 



OB 

Aus der Voraussetzung folgt nämlich zunächst, daß ^»l^yl ^on- 



vergiert, und daß daher naoh dem Satze des § 46, Nr. 3 (S 312)* 

(8) 23H'\-2h\ 



Es konvergiert somit jede Zeüe des Schemas (6) absolut, und es Jconvergtert 

OD 

die aus den Zellensummen: "^ I uj^^ gebildete Reihe Da aber fttr jedes n: 




und daher auch: 

(9) iJ«rNiri<' 
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, d.h 



wo: 



(^^) 1 A^)^r\ „ ..W 



00 00 OD 00 

80 hmvergtert gleiclizeitig nut ^ ^ 1 m^*^ | auch ^l ^/«t* 



08 CB 

schließlioli, es Tconvergtert ^ ( ^ u^*') dbsoM.^) 



Um noch, die Gültigkeit der Gleichung (7) nachzuweisen, fahren wir 
neben der Beziehung (1) die folgende, ansdog gebildete em: 

(10) «r-*r -r+(i-^r)-«i^ 

[ 6^"^ = 1, wenn: u^^ ^ 0, 
j fiW _ 0, wenn: w^"^ < 0. 

Bildet man sodann die beiden Schemata: 

^^(0) . ^^CO) + ,^(0) . ^(0) + . (1 _ ^^(0)) „/) + (1 _ «^(0)) . u,(0) + . . 

+ B,^') WoW + 6i(^^-Wi(^)+ +(1-^*0 WoW + (l-«l<*D-V'^+ • 

so enthält das erste lauter Glteder ^ 0, nämlich alle diejenigen, welche 

00 

die BÄihe ^ c^ • t*^ (öl (3)) ausmachen, während das zweite aus lauter 

^^ 

Gliedern ^0, nämlich den Gliedern der Reihe ^»»(l—O tt, besteht. 
Infolgedessen gelten aber die Beziehungen: o 



l 

und hieraus folgt unmittelbar durch Addition, daß: 
(18) J^^'-^S«" 1'^ 





(12) 



1) D*bei Bind aUo die Summen J^m <^ fBr ,; - 0, 1, 2. als die einzelnen 



Glieder der in Frage stehenden Reihe »ufeufasien 



410 AbBchmtt II Kap. IH Reihen mit positiven und negativen Gliedern Nr 4 

OD 

Smd solche Parfcialreihen ^Im^*^ nur m mcUtcher Anzahl (»+1) 



vorhanden, so findet man offenbar analog: 







Schließlich erkennt man noch, daß auch jede Kolonne ^ u ^/^ («'=•0,1,2, • ) 



des Schemas (6) absolut honvergiert, nnd daß sodann 



bzw, wenn nur (w + 1) Kolonnen vorhanden sind. 



n 00 



(1«) 2r2<'-2»' 



4. Ist wiederum statt der emfach-imendltdien Reihe ^u^ von vorn- 
herein das eweifach-unendlu:^ Schema (6) vorgelegt, so gdt der fol- 
gende Satz: 

Von den dre% Gletchungen 



(17) 





CO 00 



BKJLgoncHen), 






Kolonnensumtnen) 

(wo V eme endliche Zahl hedeutet) eiehi jede einzelne die 

Bx%8tene der leiden anderen nach sich, sobald die m der 

Voraussetgung auftretende Beihe hei Vertauschung der w^*-* mit 
ihren absoluten Betroffen Iconvergent bleibt 

Beweis Wird zunächst die (Gültigkeit von Gl (17a) und zugleich 

aa 

die Konvergenz von: ^d^o'l + K"'1 + + ^-J + |«r|) voraus- 



gesetzt, mit anderen Worten: homergiert die einfach-imendhche Reihe (17 a) 
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absolut, anch. wenn man die emednen Summanden u^^^ als die Gheder der 
Beilie auffaßt, so ergibt sich die Biolitigkeit der Gleiclmngen (17 b) und 
(17 c) okne weiteres aas den Betracbtongen der vorigen Nmnmer, wenn 

OB 

man die in Gl (17 a) auftretende Beihe an die Stelle der dort mit ^w^ 
bezeiclineten setzt o 

Besteht dagegen Gl (17b') bzw. Gl. (17 c) mit dem Zusätze, daß aucH 

00 OD 00 00 

^» y]i\ it^"^! bzw ^^ ^v \^ \ konvergiert, so folgt zunächst aus 



einem für Reihen mit lauter positiven Gliedern geltenden Satze (§ 46, 
Nr 4, S 317) die Kowü&rgene der Reihe: 

J(|».">|+|»M+-+k:!.|+K1. 



und somit die cihsohde Konvergenz der Reihe. 



falls man die einzelnen Summanden u'^"' als die Gheder der Reihe 
auffaßt 

Alsdann ergibt sieh aber wiederum aus den Betrachtungen der 
vorigen Nummer, daß die Swnme dieser letzteren Reihe mit jeder der 
beiden Summen (17 b) und (17 c) identisch sein muß, womit also der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist — 

Hebt man insbesondere dasjenige Resultat heraus, welches sich auf 
das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (17 b) und (17 c) bezieht, so 
erhält man den folgenden Satz, welcher gewohnhch schlechthm als der 
CoMchysche Doppelreihensatg^) bezeichnet zu werden pflegt: 

Kowoergieren aUe Zetlen des Schemas (6) wtd Jnlden die 
Zetlensummen eine Iconvergente Beihe mit der Summe U, so 
gilt das gleiche von den eineeinen Kolonnen und von der Beihe 
der Kolonnensummen, sobald die Konvergenz der eimelnen 



1) Die Benennung ist in Wahrheit rncht korrekt denn ee handelt sich in 
•Gl (17 b), (17 c) gar nicht nm Dopprfreihen in dem übhchen und späterhin (s § 62, 
Nr 2) noch ansföhrhch zu erörternden Sinne, viehnehr um solche Bnmmations- 
anordnungen der zweifach- unendlichen Zahlenfolge (6), die wir passender als tte- 
nerte Beihen bezeichnen. Da sich aber die obige Benennung des betreffenden 
Satzes aUgemem eingebürgert hat, so wöUen wu sie bei gelegentiicher Zitierung 
desselben beibehalten (Der Satz findet sich m dmchys ÄncOyae algibrigwi [1821], 
p 641 = Oeuvres (2), T. m, p 444 ) 
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Zeüen wnd der aus den Zeüensummen gebildeten Reihe e}lialten 
bleibt, wenn man die m'*^ durah die absoluten Beträge ersetet.^) 

5 Aus dem Hauptsatze der vongen N^ummer ergibt sich noch der 
folgende auf die Multiphkation zweier absolut konvergenter Reihen be- 
züghohe, als „Gcmchysche MuUipUkaüonsregeV' bekannte Satz: 

00 00 

Sind die Eeihen ^ «^ — ü und ^ v^ «=- 7 absolui hm- 



vergent, so gilt für ihr Produkt die Begtehung: 

a> 

(18) ÜV^^vw,,, wo; «ü^ — WoV, +Miü,_iH hu^^iV^-i-u^VQy 



und die Beihe der w^ Tconvergiert absolut, aucii wenn man deren 
eineehte Bestandteile u^^ v^_^ als Beihenglieder auffaßt. 
Beweis. Bildet man diejenige Doppelreihe, welche aus (6) entsteht, 
wenn man u^'^ i;- |w^v^| setzt, also: 

*l«o«ol + Iwi^olH + \Vo\ + " ' 

+ |wo«'i 1 + 1^1 «il + *- +|w^«'il + * •• 

(19) {+ 

+ |Mo«rl + |wi«J + '-- + |w^t;jH-. . . 

+ , 

80 ergeben sich mit Eücksicht darauf, da£ auf Grund der Voraussetzung 
die Reihen ^|m^|, ^|v^| konvergieren, durch Summation der Zeilen die 
Ausdrücke: 

00 M 00 



und als Summe dieser letzteren Reihe: 



Daraus folgt weiter, daß das Schema 

Wo«o + 4*1 «0 + • + %^0 + 

(20) { + . ... 

+ , 

1) Dabei steht ea selbstverstAndlidi frei, bei der Formnliemng des Satzes 
„Zeilen" und „Kolonnen" zu vertauaclien 
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welches ja die ifetfewsummen ü v^, U v^^, • , Z7-r,, • und als Summe 
der aus diesen gebildeten Reihe das Resultat ü V hefert, seme Kon- 
vergenzeigenschaften behält, falls man jedes Glied u^v^ durch semen 
absoluten Betrag ersetzt Alsdann ergibt sich aber nach dem Satze der 
vorigen Nummer unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung (18) durch 
Summation nach Diagonalen 

§ 59. Eriterien für effektive, d. h. eyentuell mir bedingte 

Konrergenz. — Alternierende Beihen. — Abel sehe Transformation 

und darauf bembende Eonyergenzkriterien. -- Biricbletschfr 

Beiben. — Ein Grenzwertsatz. 

1 Wir wollen eine Reihe, von der nur soviel feststeht, daß sie i^er- 
haupt "konvergiert j als effehUv konvergent bezeichnen: eine solche Reihe- 
kann dann möglicherweise ahsolut dtvergent sem, sie braucht also nur 
hedmgt zu konvergieren 

Es entsteht nun die Frage: Gibt es aUgememe Kriterien, um die 
effektive Konvergene einer Reihe zu erkennen, falls deren alsolute 
Dtvergene bereits feststeht oder wenigstens ihre absolute Konvergene 
mcht ermittelt werden kann 

Diese Frage ist aber zu vememen, und zwar nicht nur in dem Sinne,, 
daß es hisher nicht gelungen ist, £ntenen von ähnlicher Allgemeinheit 
wie für absolute Konvergenz und Divergenz aufzufinden, sondern nut dem 
ausdrückhchen Bemerken, daß diese Moghchkeii durch die Natur des 
fraghchen Problems wohl als ausgeschlossen erscheinen dürfte 

Emige besondere Fälle, m denen sich die effekhve Konvergenz einer 
(möghcherweise absolut divergenten) Reihe wirkhch allemal feststellen 
läßt, sollen jetzt naher betrachtet werden ^) 

2. Far sogenannte alternierende Reihen, d h solche, deren Gheder 
abwechselnd positive und negative Zahlen sind, gilt der folgende Satz. 

Ist a,, ^ a^^i > 0, lim a^ =- 0, so konvergiert die Eeihe 

^ (— 1)* a^, also die JReihe: 


^0 — ^1 + ''s — ^ + ' + %r — ^v + 1 + 

n 

Beweis Setzt man wiederum allgemein: ^j (— 1)* a^ = s„, so wird* 



(1) Sjm + l = »0 - «1 + «8 — «8 + • • • + ßfjfli — «am + 1 

- K-«i) + (aj-öfa) + +(«»«-a««+i) 

1) Em weiterer Fall, der an die Lehre von den unendlichen Produkten an- 
knüpft, findet sich § 86, Nr 8 
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Da jede Elammergroße ^0 ist, so erkennt man, daß 8^n+i !POsii^v ist 
und mit waclisendeli Werten von m memois (ämwnint. Insbesondere 
hat man: 

Brmgt man sodann den Ansdrack (1) anf die Form: 

(3) «Sm + i - öo — («J^l — ««) (Ojm-l -«*«.) — Ö8m + 1 ; 

80 folgt andererseits, daß für jedes m : 
Man hat also: 

und da s,„^i monoton ist, so muß für »»— »-oo ein bestimmter Grenz- 
wert existieren, etwa: 
(6) limSj,„^i = s (wo offenbar: ao — ai^s^aj. 

m->oa 

Da femer: 

hm + l ""■ ^M ~ ^m+1 1 

80 ergibt sich, daß anoh: 

(6) lim a,^ - lim s,«^.i + hm a,„+i =» s 

Wird, d. h. man hat allgemein: 

(7) lim 5^ — a , q. e. d. ^) 

«•-♦•OB 

8 EUemaoh ist z B. die harmonische Reihe mit alternierenden Yor- 

zeichen ^^— — ^ leonoergeni und zwar bedingt , da ^»— dtver giert 

1 1 

Übrigens kann man die Summe dieser Keihe mit Hufe der früher ab- 
geleiteten Beziehung (§ 84, GL (7) und (13)): 

M 

(8) lim ( ^ Ignj — y (d. h. endlich und bestimmt) 



1) Man kann mit Benützung des in TJngl (2) und (4) enthaltenen FnnzipeB 
etwas kürzer auch fblgendexmaSen sohbeßen Es ist- 

und, da die ElammergrSfle offenbar wesenthoh positiv ut 

flodoß also I «»+^ — », I durch "Wahl Ton n beliebig JcJem wird und somit die be- 
treffende Beihe Jconvergtert 
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leicht bereolmen. Man findet nämlicli durch identische Umfonmmg: 



im , 9nt 



1 1 



1 1 

(wegen: lg2»» — Igw «■lg2') und hieraus für w -^ oo • 

1 

Die oben bewiesene Konvergenz der alternierende]/ Beihen ist be- 
sonders geeignet, um erkennen zu lassen, daß das Maß der Gliederäbnahmef 
d. h. die GeschimndtgIceU, mit welcher die absoluten Beträge der Gheder 
bei wachsender Stellenzahl der NuU zustreben, für das Zustandekommen 
emer bedingten Konvergenz ohne Belang ist Denn die £leihe^(— l)** a^ 
Jconvergiert, wie langsam auch die a^ abnehmen mögen, sofern dies nur 

überhaupt monoton geschieht (so ist z B. ^ ^ Iconvergent). Dagegen 

ist gerade die Monotonie der Gliederabnahme für die G-ültigkeit des be- 
treffenden Konvergenzsatzes unumgänglich notwendig Man darf also 
nicht etwa — analog wie bei der dbsöhUen Konvergenz — schheßen, daß 
gleichzeitig mit der Beihe ^(—1)* • a^ (wo: »v^a^+i» lima^ — 0) auch 

die Reihe ^( — 1)* • \ Jconvergiert, sofern nur lim — «»■ 1. Setzt man z B. 
für v-1,2,3,..-: '^''^ 

also für ft — 1, 2, 3, • • : 

(11) ^^'^-'"y^^ZTi' *«^"|/2M^ + i' 

so hat man lim — — 1, wenn a„ — . gesetzt wird, folghch die 

Beihe ^(— 1)"" ^ • a^ sicher Jconvergiert Nichtsdestoweniger divergiert die 
Reihe JSi— 1)""^ Kt ^^^^ ^^ ergibt sich: 

2 1 

^^^^ ^(1/2^:1- i)CV2,*+i + i)"7 
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' 4 Ein überaus brauchbares Hilfsmittel zur Absobätznng gewisser 
Snmnien liefert eine Ton Abel herrührende identische Umformong, welche 
wir schlechthin als die Ähelsche Transformation^) bezeichnen werden 
Setzt man: 

(13) to + fi+ •• + v, = n (v-0,1, ,n), 
also: 

(14) «o-n, «.-n-'^r-i (^=1,2,. ,»), 
so wird: 

» n 

1 

n n 

1 1 

n H — 1 

Ü 

und es ergibt sich daher schließlich: 



«-1 



(15) ^«,«',-2(*'*~"''+i^ T^* + «n^« 



als die oben gememte Transformationsformel. *) 

Dieselbe kann offenbar unter umstanden zur Beurteilung der Eon- 

ao 

vergenz einer unendlichen Beihe von der Form ^v u^v^ dienen'), wenn 



1) Sie wird von anderen auch parheHe Summaiton genannt In Wahrheit lassen 
sich -wohl alle bekannten Sätze über ledighch effektwt Konvergenz auf diese Trans- 
formation zurückführen. Dies gilt z B. auch von dem Satze in 27r 2 über alter- 
nierende Reihen (vgl ITr 6) 

2) Zuweilen ist es zweokm&ßig, der Gleichung (16) die folgende Form zu geben* 

n n 



Dabei kann die (auf der linken Seite der Gleichung ja gar nicht vorkommende) 
Zahl Mfl + i ganz vjÜJkürUch angenommen weiden, da die einzig damit behafteten 
Gheder der rechten Seite, nämlich — <*ii+iF„ und +««+1^,» "ch gegenseitig 
aufheben 

8) Ist die Reihe ^ v^ iä>sohft konvergent, so gilt das gleiche von der Reihe 
^UyVy, sofern die [«^1 nur der Bedingung genflgen, unter einer endlichen Schranke 
EU bleiben (vgl. 5 818, Fufin 1) Etwas analoges findet offenbar nicht mehr statt, 
wenn "^v^ nur bedtngt konvergiert 
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0. rechts auftretenden Ausdrücke bestimmte Grenzwerte für 
»esitzen Alsdann wird: 

00 so 

y} ««.^. =" y} (^^ - «r+i) 1^. + lim «, F, , 

"■** 

«a 

erkennt hieraus, daß die Reihe ^ w^v^ sicher 7com;er,g'ie»^, wenn 
» 

^*(m, — **, ^i) F^ Äonyer^raer^ und lim w„ • F„ eme hestimmie 
1 0) vorstellt. Hierzu ist aber h'mrei(^£nd: 

00 

)aß^*(«ty — Wy+i) ^^sölut konvergiert und die absoluten Be- 



rage der F^ (v = 0, 1, 2, • • •) stets unter einer endlichen Grenze 
)leiben 

)aß außerdem 

titweder: (a) lim m„ = (in welchem Falle dann die F^ kemer 

weiteren Bedingung* zu genügen brauchen), 

lim «„■«■« (d. h. von Null verschieden) 

n-Veo 

lim F^ = F (d. h. endluih inkl Null) 



ider:^) (b) 



d h. im Falle (b) muß die Reihe ^l v^ geradezu honvergteren, 



wahrend sie im Falle (a) auch innerhalb Eidlicher Grenzen osisü- 
'/leren darf) 

an bemerke, daß in bezug auf hmu„ infolge der Annabme 1) wirklich 

n-Voo 

von diesen he%den FSJIen eintreten muß Da nämlich 

n-l 


bt schon die effektive (also tun so mehr die absolute) Konvergenz der Reibe 
Wy^^) die Extatens einei besUmmten limu^ Diese letztere Bedingung 

n-*"flo 

omgekehrt auch hinreichend fOr die effeTetive, aber noch mcbt für die 

00 

onvergenz von 'S * (w^ — '*r + 1) • 
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Im Falle (a) folgt dann ans GL (16): 

00 00 

(17 a) ^,u,v^^^.(u^-u^^,).V^, 

im Falle (b)- 

eo eo 

(17b) ^i*.t;,-^v(M,--tt,^0 n + « F 



Dabei konvergiert die rechts stehende Reihe auf Grmid der gemachten 

00 

Annahme absolut, also auch imbedingt, während für die Reihe '^u^v^ 



ans Gl. (17 a) oder (17 b) ledighch die effektive (möglicherweise also nur 
hedtngte) Konvergem tn der durch die Indzees vorgeschnebenen Anordnung 
erschlossen werden kann 

Han kann dieses Resultat zu dem folgenden Satze zusammenfassen: 

eo 00 

Ist ^v (w, — M,.^i) ahsolMt und yj% effeikUv konvergmtf so 

~ 

Tconvergiert die Reihe ^lu^v^ mm mindesten m der durch die 



Indiees vorgeschriebenen Anordnung. Dies gtU im Fodle hm «, -= 

00 *-*■« 

aucfi dann noch, tvenn^v v^ innerhalb endl%cher Ghrenzen osetlkert. 



5. Die zur Gültigkeit dieses Satzes erforderhche Konvergenz der 

oo 

Reihe ^v \u^ — ^v+i\ ^^^ sicher dann vorhanden, wenn die u^ eine mono- 



tone Folge bilden und lim u^ mcht unendltch ist Denn aus der letzteren 
Annahme folgt zunächst die effektive Konvergene von^*(Uy — m^^i), und 



diese ist dann eo tpso eine absolute, da die Differenzen (u^ — ^t+i) wegen 
der Monotonie der u^ durchweg ^ oder durchweg ^ smd. Man ge- 
winnt auf diese Weise den folgenden Spezialaatz: 

eo CO 

Ist^jv^ konvergent, so konvergtert ^j u^v^, wenn die 



die Folge der u^ monoton und lim u^ nicht unendlich ist 
Osgillieri ^% innerhalb endlicher Oremen, so konvergiert 
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eo 

^ ^v^v> ^^"^ f"^ Monotonie der u^ noch die Bedingung hm m, — 

r-yoo 

hinzukommt. 

* 
Man erkennt leicht, daß der in Nr 2 bewiesene Satz über die Kon- 

eo 

vergenz einer Reihe Ton der Form: ^(-1)* • a^, wo: a^^a,+i>0, 



lim a^ — C als spezieller Fall in dem zweiten Teile des eben ausge- 
sprochenen Satzes enthalten ist. Man hat nämlich nm zn setzen: u^^a , 

Vy = (— 1)", wobei dann ^ v^ in den Grenzen und 1 oszilliert 



Zugleich aber gewmnt man auf diesem Wege die folgende Verallge- 
meinerung des Satzes von Nr 2: 

Ist «v ^ «y+i > 0, lim a^ — 0, m^ helidng yaneecüihg, so 
7convergiert^y{—iy*'a^f wenn ^ (— l)"" eunscken endltchen 



Greneen oseiUiert, d h fdUs die Differenz zwischen der ÄneaM 

n 

der m ^ (— l)"" a^ enüialtmm posilwen und negativen Glieder 



für jedes noch so große n numensch unter emer gewissen jpositiven 
Zahl lleibt ^) 

eo 

6. Wenn ^ |**r~**v+i I konvergiert, so ist die EncUicMceit von IimT^ 

eine zwar htnre^chende, aber "keineswegs notwendige Bedingung fOr die Kon- 
to eo 

vergenz von^ (w^ ~^y+i)'^v "^lehmehr : wie schwach auch^v 1 **». ~" **n. 1 1 



konvergieren mag, so gibt es ja stets noch schwacher konvergierende 



Reihen, d h. konvergente Reihen von der Form: ^|u^ — w^^il« F, , 



wo: hm F, = -1- oo (§ 49, Gl (9), S 332; Gl (13), S 333) 

r->oo 

Hieraus folgt aber, daß die Transformationsgleichung (16) auch dann 

eo 

noch zur Erschheßimg der Konvergenz von ^j u^v^ dienen kann, wenn 



1) Diese Bedingung ist htnretdiend, aber noch keinesfaUs notwendig (a Nr. 6) 
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^v v^ zwar eigentlich divergieH oder mnerlialb unmcRtcher Grenzen oszil- 



hart, sofern nur hm | F^ | lediglieh m geeigneter Weise unendlich wird 

Wir wollen diese Eventualität für den Fall positiver, monoton gegen 
Nun konvergierender u^ etwas näher untersuchen Alsdann mag gesetzt 
werden: 

08) »,-^ 

(wo M^ wiederum die firlhere typische Bedeutung hat, d h M^^M^^^, 
lim M^ = cx)), sodaß GH (16) die folgende Form annimmt: 

r->ce 

Man kann nun hier zunächst eine sehr emfache und an die Glei- 
chung (19) sieh äußerst bequem anschließende notwendige Bedingung für 

die Konvergene von^*~ - angeben Setzt man namlich in § 45, S 309, 



0-1. (15"): u^ «=- -^-j 6, ■= -Zfef^, so ergibt sich die Beziehung 
(30) lun -^- _ 

als notwendige Bedmgung fttr die Konvergeng von^'-^ • Darnach 
findet man also mit Rücksicht auf Ol (19) zunächst folgendes 

CO 

Ist^>~ überhaupt konvergent und «0+^1+ • +^V='^r> 




so hat man allemal. 



. ^ 

und die Konvergenz dieser letzteren Reihe zieht andererseits diejenige 

00 

von ^j -^ nach sich 



Nun konvergiert nach § 49, S 333, GL (13) (wenn man daselbst v 
durch v-\-l ersetzt) die Reihe mit dem allgemeinen Ghede- 



Jf.+ 1-^v 



für jedes (noch so kleine) (> > 
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Daraus folgt weiter, daß auct noch die Reihe mit dem allgemeinen Glieder 

~ ^ (lg M;)p für jedes (noch so große) p>0 

Jeonvergiert Man. erkennt dies unmittelbar, -wenn man setzt 

^-H-^-^- a.My- ^-^^-^■' ^^^' 

und beachtet, daß der letzte Faktor rechts fQr v — > oo den Grenzwert 
besitzt (s. § 3ß, S 240, GL (2)) Brmgt man also das allgemeine Glied der 
in GrL (21) rechts auftretenden Reihe auf die Form: 



,^, M, ^ Uv+x M^--^ ^^"^^^ j m: QgMy' 

wo 0^«'< 1, J9< CX), 



so ergibt sieh, daß die fragliche Reihe sicher hmvergtert, wenn der letzte 
Faktor numerisch unter einer endlichen Grmee hleibt, d h wenn: 

(22) hS:— J-^^'J — -<oo 

bei irgendeinem Weite -O- < 1 und _p < oo ^) Man findet also den fol- 
genden Satz: 

eo 

Für die Konvergene der Beihe y^^ hüdet die Be- 



Ziehung (20) eine notwendige, die Beeiehimg (22) eme hin- 
reichende Bedingung Ist die letztere erfuHU, so konvergiert die 

oe 

Reihe ^ -^ zum mindesten m der dwrch die Indizes vorgeschne- 



henen Anordnung gegen diesdbe Summe, wie die unbedingt kon- 
vergente Reihe 2? J"^^ m* ^y 

7 Schreibt man in dem eben gefundenen Resultate m/ statt M^, 
wo 9 > und m^,, also auch w^? geradeso wie M^ monoton ms Unend- 
liche wächst, so mmmt 2^^ *^^® ^^ zahlentheoreti^chen Untersuchungen 
häufig vorkommende, gewöhnhch als Dwichletsche Reihe bezeichnete Form 



1) Man bemerke, daß alsdann die notwendtge Konvergenzbedingung (20) eo ipso 
erfüllt ist 

■Orl h Im VfirlnBTiTHT n T 9 ^8 



422 Abschnitt II. Kap m BeOieii mit positiven und negatiyen Gliedern. Nr 8 

'>^-^ an. Die notwendige EoliTergenzbedingiiiig (20) geht alsdann un- 
mittelbar in die folgende über: 
(23) 1^"^^"0, 

die hinreichende (22) (wenn man beachtet, daß: (Igw^?)' — qp • (Igm^^ 
und die Bedingung (22) durch Multiplikation mit dem endlichen und tou 
Null Terflchiedenen Faktor p^ nicht alteriert wird) in die folgende: 

Hieraus folgt schließhch noch, daß die Reihe ^ — - bei jedem noch so 
Jdeinen q>0 konvergiert, wenn die Bedingung (24) schon fttr A — er- 
füllt ist; und daß das gleiche bezügbch der Reihe ^ — ^q— gilt, wenn 

die Bedingung (24) für Jl i- 1 besteht. Hiemach ergibt sich also noch der 
folgende speziellere Satz: 

Für die Konvergenz der Beüie ^ — - leto. ^ ^* hei 

jedem noch so Idewen Werte q'^0 ist hinreidiend, daß: 

(25) iim-i^<oo bzw. lim l^*^' <oo, 

i»->»(lg»»^* »^00 m^(lgmj'' 

und man hat sodann: 

i-4^r2(~i-y^^ - J-i^- J(-^-4)r. 

8 Als eme weitere nfltzliche Anwendung der Ähdschen Transfor- 
mation wollen wir noch den folgenden Ghrenzwertsatz beweisen: 

M (aj eine hdidnge ZaMenfolge, ^d^ eine divergente Heike 
mit positiven, niemds zunehmenden Gliedern mit dem Grenzwert 
Null, also ' 

00 

d,^d,^,>0, limrf,-0, yid.^-^oo, 
und setzt man: 

n n f» 

(27; ^0,-A' 2«^.=-««» ^*<^A-Sn> 

1 1 1 

80 ist: 
(28) bm ^ -im 4^, 

falls der rtühts stehmde Grenzwert eine bestimmte Zahl tst~ 
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Beweis. Mit Benützung der Abelschen Transformation hat man 
(s S. 416, Fnßn. 2): 

n 

(29) S, ^^M^v-^r+i) + A^«+l 

1 
und daher: 

Ersetzt man in öl. (29) o, durch 1, also A, diiroh v, so folgt: 

M 

(31) «H=-'^«'(<^v- ^r+l)+»^«+i; 

1 

also: 



s_ — nd, 



'»+1 



^^v(d^ — ^v+i> 



1, 



und es geht die Gleichnag (30), wenn man diesen Ausdruck dem ersten 
Gliede der rechten Seite als Paktor hinzufügt, in die folgende über: 



(32) ^1 n n 

Um auf den rechts zweimal auftretenden Quotienten den Grenzwert- 
satz in von § 37, Nr. 3 (S. 229) anwenden zu können, hat man nur zu 
zeigen, daß die im Nenner stehende, mit wachsendem n memals ab- 
ne£nende positive Summe für » — > oo selbst ins Unendliche wächst. 
Nun ist aber nach GL (31): 

n « 

also für jedes m<n: 

1 1 

und daher (wegen: lim <i„+i — 0): 

II 

]3my}v{d^-d^^i)'^8„, d.h. — + oo, 
da ja s„ infolge der Divergenz von ^d^ durch Wahl von m behebig 

28* 
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groß gemacht werden kann. Somit findet man mit Benützung des oben 
erwähnten ChrenzweiüSatzes: 

(33) hm-i linifipL-^L±i? = lmi±l, 

1 

sofern der letzte Grenzwert überhaupt existiert Fallt derselbe überdies 
endlich aas, so verschwindet für n — >■ oo das letzte Glied der rechten Seite 

Ton GL (32) (da ja ^ '**^ <!)> ™id man findet somit, wie behauptet*. 

lim — -lim -^- 



§ 60 Genauere üntersncliimg der Wertverändenrngen 
1)edi]igt konyergenter Belhen. 

1. Wie m § 57 gezeigt wurde, läßt sich jede hedmgt konvergente 
Beihe auffassen als hervorgegangen aus der Vereinigung »weMr dwergmter 
Reihen ^o^, ^(—2'*); und umgekehrt kann man durch passende Bin- 
sohiebung der Zahlen —\j — ^ij ~\t • • m die Reihe der Zahlen a^, 
a,, Og, ' eme "bedingt Icomoergente Reihe nut vorgesdirid>ener Summe oder 
auch eme divergente Reihe erzeugen. 

Um den Einfiuß der Gliedercmordmmg auf die Summe emer solchen 
Reihe etwas genauer festzustellen, wollen wir zunächst den besonderen 
Fall betrachten, daß l^ = a^ (für v - 1, 2, 3, ). 

00 

Sei also: a^ > 0, lim a^ = und ^l a, =- oo. Ordnet man zunächst 

jedem $08it%ven Gliede a^ das entsprechende n^Oitfwe zu, d h bildet man 
die Reihe: 

o>i — a^ -\- a^ — a^ + " + «y — <», + • •; 

so hmner giert dieselbe offenbar gegen den Wert 0, in Zeichen: 

(1) ^(-1)' «rj-O,') 
oder anders geschrieben' 

(2) lim (^ a^ — ^ a J = für: v=v — l und v' ==> v 



1) Das Zeichen [o;] bedeutet, wie schon bei früherer Gelegenheit die größte 
ganze Zahl, die ^ m. 



Nr. 2 



§ 60. Wertveiänderangen bedingt konvergenter Reihen 
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Jetzt wähle man zwei -unbegrenzte Folgen beständig wadisender natür- 
licber Zahlen OPi, l>j, i>8, •• •)>(♦*!> **b> ♦*»» * ^^^ ^^^® *^ ^^^n G^liedern 
(ßy), (— «,) — genan wie beim Beweise des Biemannschen Satzes m 
§ 57, Nr 2 (S. 403) — die folgende nnendlicbe Eeibe: 



Pi 



Pv 



fly 



(8) ^a»-'^^a^-^^»a»-2»a. + "'+^a^-^a^ + 

1 1 ft + l n^ + l Pv-l + i- «»-1 + 1 

oder, indem man noch ^^ »»q » setzt, kürzer geschrieben: 

Py «V \ 



(3») 2{ 2«.-^». 

1 \py-i+l n,_i + l / 

Bezeichnet man die Summe der ersten ii G-Heder (jeden einzelnen 
Summanden ± a^ als em Ghed gerechnet) mit s^, so ist insbesondere: 

Pv 

^a^y wenn: p,>n^, 



n^ + l 



~-^^x) wenn: p, <n. 



p»+i 
2 Angenommen, es sei nun: 

f^'\ lun Sp +. — s (wo s eine bestammte Zahl), 

SO folgt zunächst nur soviel, daß die B>eilie (3) gegen die Summe 8 h)»- 
vergiert, wenn man je eine Gn^ppe von Summanden: 

(Pv *y "v 

^^-1 + 1 w,-i + l / 

als em Gbed der Beihe anffaßt. Dabei wird also. 

Pv 
(7) lim I >x a„ — >? a„ I =• lim J... = 



lim 



Pv "n V 

|i,,_l + l «,-1 + 1 / 



Bedeutet dann fi eme 'bd%eb%ge zunschm i?y^i + »»,_i nnd jp^ + n^ liegende 
ganze Zahl, so bat man offenbar: 



Pv 



(8) 



s^i 



i»K-l+l 

Pv 



Ji»-l+l 
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und daher: 

(Ö) hm Ä — 5 

falls: 

(10) lim ^a,-.0.») 

Eiommt also die Bedingnng' (10) noch zu der Bedingang (5) hinzu, so 
hmvergiert die Reihe (3) auch gegen die Summe 5, wenn man die e^nednen 
Summanden ± a^ als die Glieder der Reihe auffaßt. 

Pr 

Ist dagegen lim ^f a^ '^ L, d. h. von NiM verschieden (endlich oder 

unendlich groß), so osgiUiert die Reihe (3) m den Grenzen s und 8-^ L. 
Sie laßt sich dann aber zu einer Jeonvergenten machen, wenn man noch 
die Summanden ± a^ wnerhdiib der eineeinen Gruppen A^ in passender 
Weise anordnet Daß dies allemal möglich ist, zeigt eme ganz analoge 
Überlegung, wie die beim Beweise des Riemannschen Satzes ange- 
stellte, wenn man nur berücksichtigt, daß lun a^ =- 0, lim ^ «= — 

Besteht andererseits keine Beziehung yon der Form (5), d. h. ist ent- 
weder lim 5« . , =» + oo oder sind lim g. . _ und lun S- . „ voneinander 

Tersohieden, so divergiert o£Fenbar die Reihe (3). 

3. Die Summe bzw. die Konvergeng oder Divergeng einer Reihe von 
der Form (3) hängt also wesenthch ab von der Beschaffenheit emes ge- 

"wiBBem. Poritälrestes der dJveraemen Reihe ■S'o,.f nämlich: ^a^ bzw ^g^ 

*v + l Pv + l 

fQr V— >-oo. Die üncersuchung solcher Partiaireste laßt sich aber in 
vielen Fällen mit Hilfe des folgenden Satzes vereinfachen: 
Ist: a^ > 0, a^ ^a^, so wvrd: 

Pv Plf 

(11) lim ^ a^ — hm 2* *x ^^ ' Pt > *^y> ^°^ »r ■=■ oo), 



1) DaraoB folgt dann vermOge der Beziehung (7), daß auch 
(10a) lim ^tOy «= 

«r— 1 + 1 

wird, und umgekehrt zieht auch diese letztere Gleichung die GUeichong (10) nach 
sieh. Die £onTergenzbedingung (10) bzw (10 a) lat sicher allemal erfüllt, -wenn jede 
Ghedergmppe Äy zum mindesten die eme Gtattung von Gliedern (d h entweder 
die positiven oder die negativen) m stets unter einer festen Schranke bleibender An- 
zahl enih&It 
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fcUla emer cheser Orenewerte eine heshmmte Zahl ^ vorsteUt 
oder unendlich groß wird. 

Ist: a^ > 0, a/ -< o^, so wtrd: 

Pv Pv 

(12) lim 5^a;-0, faOs. Em ^a^<oo. 

ny + 1 «» + 1 

Ist: a/'>- a^, so wird: 

Pv Pp 

(13) lim ^^a^^oOj falls: lim, ^a^ ;> 0. 
Beweis. Man hat' 



»-»•00 ^7* i>->.«a 



i»i P* 



(14) ^»;-S^-». 



«V+l Jly + 1 






wenn g^ die Ueinstey Q^ die ^ö/8fe nnter den Zahlen -*- fttr x — n, + 1, 

»»V + 2, • , 1», bedeutet Ist nun a^' ^ a^, so wird lim g^ — lim 6?^ — 1 , 
und daher: 

Pv Pr 

hm 5«a'^-»hm ^a^ (Gl (11)) i) 
Ist a/ -< a^, so wird lim ö^ =» und daner auch: 

■»>->■ OB 



lim 5^a;-0 (Gl (12)), 
wenn ^x a^ unter einer endlichen Zahl bleibt 



n»+l 



1) Man kann dieser Gleichung auch die Form geben* 

Pv Pv 

(11 a) ^xa^'^^na^ 

ny + l «,+1 

Dies ist ohne weiteres klar, fiftlls jene Grenzwerte endlieh and von NuU verechteden 
ausfallen. Die Biohtigkeit der Formel (IIa) bleibt aber auch bestehen, falls jene 
GTen2wette vertehujtnden oder tmencHiieh groß werden, wie niunittelbar erkannt 
wird, wenn man üngL (14) auf die Form bringt: 

Pv 



Pv 



\<Gv 
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Ißt dagegen a/ >- a^, also lim ^, = oo, so wird: 

Pv 

lim 5?a/ = oo (GL (13)), 

Pv 

wenn ^ a^ M5«r einer positiven Zahl bleibt 

ny + l 

4 Der soeben bewiesene Satz lekrt; daß der Grenzwert eines solchen 

Partialrestes ^x a^ tmd somit d%e Summe der Beihe (3) gar nicht von dem 

«*+i 
speziellen Bildungsgegetze der a^ für endhdie Werte von x, sondern ledig- 
lich davon abhfaigt, in welcher Weise die a^ für x — >- oo der Null zu- 
streben. Und wenn es nur gelingt, zu emer divergenten Beihe ^a^ eine 
möglichst einfach konstruierte, monoton ins Unendliche wachsende Zahlen- 
folge M^ von der Beschaffenheit anzugeben, daß 

(15) a,^M,-M,_^ 

(d. h. es braucht für Iceinen endUdien Wert von x. die Gleichung 
a^ — M^ — M^_i zu bestehen), so findet man unmittelbar (Gl (11)): 

(16) hm ^.a^^Mm ^ (M- M,^,) = Imi {M^ - M^) , 

ny + l «v + l 

falls der letzte Grenzwert existiert, oder, anders geschrieben (Gl (IIa)): 

Pr 
n», + l 

und man gewinnt auf diese Weise em Mittel zur zweckmäßigen Berech- 
nung des fraglichen (jfrenzwertes. 

Man hat z. B (§ 38, S. 247, GL (36)): 

(17) ^^lg^_lg(^>l), 

(18) ^;^lg,x-l&(x-l), 
und daher: 

(19) lim ^ 7 - li^ lg ^ -- lg (l^ Tt) (§ 3^' S 234, Gl (30)), 

ny + t 

(20) lim yxJ--limlgi^-lg(lmil^)- 



«»+1 
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Femer ist identisch: 






M 

Ist nun M^ '^ N^, so wird (§ 37, S. 236, Gl (87)): 

lim ^^J 

K 
und daher: 

Setzt man jet^t: Jlf^ — x, iV^ «. x — 1, so folgt: 

(22) y_^~|.|,» _(«_!).) 

und daher: 

(aS) lim ^' ,i „ - ;■ Um (.p,f - «,») . ') 



ür-)- 1 



ft. Die Gleichungen (19), (20) und (28) lassen unmittelbar erkennen, 
welchen Bedingungen die p^, n^ genügen mttssen, damit die Grenzwerte 
der betreffenden Parttalreste endlich \mä von NuU verschieden ausfallen, 

btw. Nvü oder unmcBick groß werden. So wird lim ^ — nach Gl. (19) 



«* + ! 



1} Man hfttte dietei Hetoltat aaoh xuioittelbar aui der ürOhex belesenen 
Bfisieha&jT (I ^U S. 84». QI. (8S)): 



i-{i?A-":i-- 



(?) 



1 



herleiten kAsnen, indem man n die Werte pn h^ beilegt und die entapreohenden 
Gleiobttttgtn ronemander fubtrahiert 

Da« analoge gilt besQglich der Qleiohnngen (19), (20) und der Beziehungen- 



1 



s 

{« S 84. S. {iOH. Ol (18) und ( 61, S. S47. Ol (28)). 
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dann und nur dann einen bestimmten posiHven Wert besitzen, wenn 
lun — — ^ > 1 ist. Man erzielt dies, wenn man z. B. setzt: 
(24) i).-l>-v, n^^nv, 

wo p, n zwei positive gcmsse Zahlen bedeuten und j} > n ist. Ali^tlann er- 
gibt sich: 

(2B) ^.St-H (-j™(|4-ji)) 

oder, anders geschrieben (s. GL (Sa), (4)): 

1 ^i»(r-l) + l n(v— 1) + 1 / 

Dabei konvergiert diese Beihe, auch wenn man die einzelnen Summanden ± - 

p* 
als deren Glieder auffaßt, da: lim ^ — <lim ,^ ^v — 0, also die 

i>(v-l) + l 

Eonvei^enzbedmgung (10) erfüllt ist 

Hätte man pKn angenommen, sq würde sich nach Gl. (4) der Grenz- 

nr 

wert: — lim ^ — "■ ~ ^& V" ^^ Summe der entsprechenden Reihe er- 

pv + l 

geben haben. Da aber — lg— » Ig-^, so kann man sagen, daß Gl, (26) 

auch für j) < n gültig bleibt. Da dies übrigens offenbar auch für p <- n 

der Fall ist (wegen; lg "^^ lg 1-^0), so kann man folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Bedeuten p, n bw^ beliebige positive ganae Zählen^ so resid- 
tiert eine konvergente Beihe mit der Summe lg—, wenn man 

a«/" je p Glieder der Beihe ^f — ^e « Oheder der Beihe^* (— — j 
folgen läßt i i 

6 Da bei einer Anordnung der eben betrachteten Art allemal der 
Loganihmua einer rcfttonalen Zähl, also eine besondere Form einer IrratumcH' 
gaM zum Yorschem kommt, so entsteht noch die Frage: Wie sind die 
ganzen Zahlen p^, n^ za bestimmen, damit eine bdiAig vorgeschri^ene 
raUonde oder trrationdle ZcM s als Summe der zugehörigen, aus den 

Termen + — zu bildenden Beihe resultiert? 
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Nach Gl (19) hat man, wenn s eine beliebige positive Zahl vorstellt: 

(27) lim >?--s, falls: hm ^ - e». 

Da nun offenbar: 

(28) lmiEpLl=1 also bm ^^^ =- C 

«^M er V ' ^ V 

(wo wiederum das Symbol [x] die größte in x enthaltene ganze Zahl be- 
deutet), so wird d^r obigen Fordörung genügt, wenn man setzt: 

(29) l>.-=[e*-v], %^v, 
d. h man hat: 

(30) hm 



V-^Oi 






l \[«I,(v_ü]+l / 



oder, wenn man die hnke Seite als uneudhche Reihe schreibt: 

(31) _ ; 

Um die Summe — s zu erzeugen, hat man ledighch in Gl (29) p^ und n^ 
zu yertauschen, und man erhält auf diese Weise. 

wie ja übrigens auch ohne weiteres aus GL (31) hervorgeht 

Dieses Resultat läßt sich noch in folgender Weise verallgememem. 
Es seien g^, r^ (x — 1, 2, 3, • •) zwei Zahlenfolgen von der Beschaffen- 
heit, daß- 

g'^ > 0, Hm S'x = S, d h endlich und von Null verschiedenj 

während die r^ nur der Bedingung zu genügen haben, daß ihre absoluten 
Betrage stets unter emer endhchen Grenze bleiben und $« ■ x + ^x durch- 
weg von NuU verschieden ausfällt. Alsdann hat man: 

,. K 1 

hm i — — — . 

also: 

(33) ^ ^ * 



fVJ 



ff;« « + '•«" 2 » 



1) Die Konvergeng dieser Beihe ist ohne weiteres evident, da jede Gheder- 
gruppe nnx etn negatives Glied enthält — s die Fußnote zu Gl (10) 
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Daraus folgt aber mit Benützong des Satzes in Nr. 3 (GL (11)^ und der 
Gleidiungen (30), (31): 

8_ 



y-i y- —^ — - 



oder, wenn man nooh 8 durch qs ersetzt: 

1 [a9* (r-l)] + l / 

Hiermit ist aber die Aufgabe: Aus den G-liedem zweier divergenter 

00 so 

Reihen ^»^a^, ^K~^x) ^^ hedingt Teomergenie Beihe tmt vorgeschrte- 
1 1 

hener Summe 8 zu bilden, fflr den speziellen Fall a^»-6^ = ^— — voU- 

2x ' * "1 *"« 
ständig gelost (während der Riemannsche Satz des § 57 nur die Existene 
einer solchen Lösung erwei3t) 

7 Auch die bereits in Nr. 4, GL (20) und (23) b^andelten Bei- 
spiele' a^ <= — — und a^ «— ^_ sollen noch etwas genauer betrachtet 

werden Da — — -< — , -j— > — (0 < p < 1), so folgt zunächst aus 
dem Satze von Nr 3 (Gl (12) und (13)), daß diejenigen Anordnungen, 
welche aus den Ghedem ± — e;ine Jconvergente Beihe mtt bdiebtger von^ 
NtiM verschiedener Summe erzeugen (GL (26) und (31)), bei den Gliedern 
± — ; — eme solche mit der Summe NüU, bei den Gliedern + -^ eme 
nach i oo dvoergierende Beihe hervorbringen. 

Im übrigen erkennt man aus Gl (20), daß: lim ^— |— einen he- 

l|v n 

stimmten jposihven bzw negatwen Wert besitzt, wenn lim jj^ «rw^t«»* 

und > 1 bzw. < 1 ausfällt. Setzt man z B.: y-^^% 

(35) p^ - vi», ♦», = V", 

wo wiederum jp, n zwei positive ganze Zahlen bedeuten, so wird: 



vP 



(36.) IzS^.'-^i (?>»). 

(36b) I^J-JiT^)— Igf-lgf (P<») 



*1' + 1 
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Daraus folgt, daß man eine Tconvergente Beihe m%t der Swmme lg — erhalt, 
■weim man anf je v* (v = 2, 3, 4, •• ) Glieder aus der Reihe ^^—rz- 3© 

v" Gheder aus der Reihe ^ ( j — \ folgen läßt. (NB Man erkennt 

leicht, daß die Konvergenzbedmgung (10): hm ^1 — , — = wirldich 

("-!)* + 1 

erfQIlt ist.) Und man kann durch eme ganz analoge Modifikation^ wie 
in dem zuvor betrachteten Falle a^ = ± — , eme Reihe mit beliebig vor- 
geschriebener Summe s erzeugen — 

Was schließlich den Fall: a^ ^ (0 < p < 1) betrifft, so lehrt 

Pv * 

GL (23), daß: lim ^^-j— r höchstens dann einen endkchen Wert besitzen 

kann, wenn: "* 

(37) 2>,^n, 

Machen wir nun diese Voraussetzung, so geht Gl (23) mit Benützung 
von (21) in die folgende über: 

(38) hm 2;_,i- = lnn:^V^ = hm:^ ^) 

»* + l ' ' 

Damit dieser Ausdruck emen vorgeschriebenen positiven Wert s an- 
mmmt, ist notwendig und hinreichend, daß: 

(39) i),-n,^s.V-c, 

und dielser Forderung wird offenbar genügt, wenn man setzt: 

(40) n^ =- V, jJy =■ V + [s • V*-?] (wegen- lim ^* ^■,_J — 1 ) 

Durch diese Wahl von jp^, », wird dann allemal eine "konvergente Anord- 
nung der Glieder ± ~t^ ™^* ^®' Summe s definiert 



1) Diese anf der speeteTlen YoranBBetzung p^^n^ basierende Gleiohnng (aber 
ntcht die aUgemetnere Beziehung (28)) läßt sich weaenthch kürzer herleiten Man 
hat nämlich* 



Pv 



nv + 1 



> 



P 



1-p 



1»^ — »», 



worans föi p^o^n, unmittelbar Q-1 (88) hervorgeht. 



434 Absolmitt n Eap IIL Eeihen mit positiveu ttnd negativen Gliedern Ni 8 

Ist s raUondlf etwa « — ^ (wo jp, q positiv und ganzzahlig), und 

1 — P "" TT» "vvo r eine positive ganze Zahl ^ 2, so nimmt die Rela- 
tion (39) die Form an: 



V » 



(41) i>v - «V ~ Y • » 

und sie wird offenbar auch befriedigt, wenn man setzt: 

(42) n,^(q-vy, p^^' {q-vf -\-jov 
Danach ergibt sich- 

((.a vT+ p* te»)*" 

Diese Anordnimg in Gruppen A^y welche offenbar aus je ^{y—{v—Vf)-\-p 
positiven und aus je ^(if—^v—iy) negativen Summanden bestehen, ist 

aber noch keine konvergente in den einzelnen Summanden ± r-;=- Denn 
man hat nach GL (38): r"" 

(44) f ^^(«öj^i»:_,.->^-..{i_(i__L)'), 

also: 

sodaß also die betreffende Reihe m den Ghrenzen (— und oo ) bzw 
f— und y -f- 2^) oseiHtert Man kann dieselbe indessen zu einer konver- 
genten machen, wenn man innerhalb jeder Gruppe Ä^ zunächst auf ^e ein 
positives Glied je ein viegatwes und sodami den noch vorhandenen Über- 
schuß von p posUiven Gliedern folgen laßt Denn die Summe der letzteren 
hat offenbar für v — > oo den Grenzwert Nidl, und das gleiche gilt 
daher (wegen lim^ — 0) von der Summe der durchweg negativ aus- 

r->-oo 

fallenden g^ (y — (v— ly) Gliederpaare, welche mit jenen p Gliedern zu- 
sammen die Gruppe A^ bilden. 

8 In dem bisher betrachteten Falle einer aus deh Gliedern der beiden 

Reihen ^y a^, ^S« (— aj zusammengesetzten bedingt konvergenten Reihe 
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ließ sicli geradezu die Summatum dieser letzteren auf die Bestimmting des 

Grenzwertes eines Paritdlresies von der Form hm ^««^ zurückführen, 

«,,+1 
weil sich hier jede noch so große endliche Anzahl von Gliedern a^ gegen 
die entsprechenden Glieder — a^ fortheht Dies findet offenhar meht 

CO 

mehr statt, wenn an die Stelle der Reihe x?(~0 ®"^® solche mit 

" 1 

anderen Ghedem: ^(— &J tritt; und es liegt auf der Hand, daß, bei 

1 
jeder Vereinigung der Gheder a^, (— ö^) ^^ emer konvei^enten Reihe, 
die Summe dieser letzteren ganz wesentlich yon dem Werte jedes einednen 
Summanden a^, a,, Oj, •, — t^, — 6^, — 6,, • abhängen wird Da- 
gegen läßt sich zeigen, daß die Wertveränderung s, welche diese Summe 
bei Umordnung der Glieder möglicherweise erleidet, allemal wieder durch 
den Grenzwert eines gewissen PartMlrestes dtirsteUbar ist, und daß die- 
selbe somit auch wieder nur von dem Verhalten des Absolutwertes der 
Gheder bei unendlich wachsendem Index abhangt (vgl. Nr. 3) 

Angenommen, es liefere eine bestimmte Anordnung, bei welcher auf 
p^ posvUve Glieder a^ jedesmal n^ negative Glieder (— h^ treffen, eine ge- 
wisse Reihensumme s, sodaß also: 

(46) Km(2a,-Jjl6,)-s, 

während eine andere Anordnung, bei welcher p^ positiven Gliedern w/ ne- 
gative entsprechen, die Summe s' ergeben m^, also: 

Pr *r' 

C47) hm{^^a,-2}K)-s', 

r->oo ^ j 

so findet man: 

■ lim 5?^x> "^^öi"!' n/<w,, 

(48) A-s-5-lim(26x-2r^)| '"""*< 

— — lim ^^\, wenn: n^'^n^. 



"-^-»,+ 1 



Man kann also die Wertveränderung, welche die Reihensumme s beim 
Übergänge zu der Anordnung (47) erleidet, beredmen, wenn es gelingt, 
den Orengwert des Partialrestes (48) lei geg^mem n^, n/ tu hestinrnen; 
umgekehrt kann man eine Anordnung mit lAxAig vorsmchreXbmder Swnir- 
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Tnenändenmg A herstellen, wenn es gelingt, solche %, n/ ausfmd%g m 
macheifiy für "welclie j&n&r Pdfhalrest den Gremwert A besitzt Und man 
kann schließlich im letzteren Falle auch geradezu eine Anord/nung mit 
hehebig vormschreibender Summe s' angeben, wenn noch s, d. h. die Summe 
der Beihe hei irgendemer hesHmmien Anordnung bekannt ist 

Betrachtet man z B eine Reibe von der Form ^v{—iy~^-a^, wo 

CO 1 

die a^ monoton gegen Null abnehmen und x?^y divergiert, so ist die- 

1 
selbe in dieser Anordnung stets bedingt hmvergent' ihre Summe sei s 
Ordnet man jetzt p^ positiven Termen n^ negative zu und bezeichnet die 
zugehörige Summe mit s% also 

(49) *''°=J^(2^«''-i~2'^'')' 

so kann man zunächst s m jede der beiden Formen setzen: 

(50) s-J^(2^''-i~^^'')"Jäl(2^>''-i~^^«'') 



und findet daher, wenn etwa Py>n^' 


(61a) s'-s 


f Py 

= lim Nobx 

■•--»-OB -^-J 

Pv 


«benso, falls JJ, < w, . 


-Hm Vxoj^.i 



ylim Vxa„i) 

Sttv 



Siiu 



(51b) 



''— -^3-5". 



8p«, 



Wird also 8 als bekannt vorausgesetzt, so hätte man, um eme An- 
ordnung von der Form (49) mit behebig vorgeschobener Summe s' — tf 
zu erzielen, lediglich jp„ n^ so zu bestimmen, daß: 

(52) * + IT ^™ ^ »jt — tf bzw 5 — 5" lim ^ a^ 



S«iy 



r->-oo ^7" 
Spv 



1) Dabei ist in der letzten Summe der Bequemlichkeit halber 2ny statt 
^ny-\-i als unterer Index geschrieben, -was offenbar ohne weiteres gestattet ist, 
da die hiezm liegende Einznffignng des Summanden a,„ wegen limo,- <»0 für 
den betreffenden Grenzwert belanglos ist *"*■" 
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Nimmt man z. B speziell a, =- -^, also (§ 59, S. 416, Gl (9)): 

(53) ^"^(-1)^ | = lg2, 

so wird (s. Gl (19)) 



<54) 






r->oo „ 

Sny 



s — -ZT lim >* — 



= l82 + |lg(hma-|lg(|^^) 



»Pf 

Hieraus ergibt sich, daß die harmoniöche Reihe mit alternierenden 
Yorzeiohen die Wertvercmderung -^-Ig (lim — ) erleidet, wenn man p^ posi- 

feven Gliedern n,, negative zuordnet, also insbesondere die Wertverande- 

1 p 
rung ylg — , wenn man setzt* jj^ =» j) • i/, «^ — w ■ v, d li wenn man auf 

je p positive Glieder je n negative folgen läßt. (Man bemerke die Spezial- 
fälle ^^ = 4, n=l urd^™l,M=»4, welche die Wertveranderwig ± lg 2, 
also die Summen 2 lg 2 und liefern ) 

Um eine Reihe mit vorgescfm^bener Summe tf zu erzeugen, hat man 
lediglich p,, w^ so zu bestimmen, daß (Gl (54))* 

(55) |lg(hm^)-.y, also: lim^^-e«", 

und man genügt offenbar dieser Forderung, wenn man setzt: 

Pv^'l— vj, M^ = v, faUs: tf>lg2, 

bzw. Py — V, n^ = [4e~''^«v], faUs: tf<lg2. 

Die Reihe wiiide dagegen nach + oo divergieren, wenn man p^ >- n^ 
annimmt, z B indem man setzt: p^ «= v', «^ — v. Da in diesem Falle 
Py—Pv-i'^^'^~^ wird, so besteht die entsprechende Ghederanordnung 
dann, daß man der Reihe nach auf 1, 3, 6, , (2v — 1), • • positive 
Glieder immer je em negatives folgen laßt. 

§ 61 Über numerische Berechnung und Transformation 
unendlicher Beihen: Die Methoden ron Euler und Kummer. 

1. Sind die Glieder einer konvergenten Reihe mimensch gegeben, so 

kann man durch numerische Addition emer hinlänghoh großen Anzahl 

Tön Gliedern die Summe der Reihe naherungsweise berechnen, und man 

kann auch den Grad der ereidten Annaherwng beurteilen and eventuell 

09 



(56) 
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auch noch erhöhen^ sobald es auBerdem gelingt, den Wert des vernach- 
lässigten BeOienrestes in bestimmte Grenzen einznsahließen. Diese Oteore- 
hsche Möglichkeit erweist sich aber in der Praxis als völlig tUusonsch,. 
w&dh die zu summierende Reihe verhältnismäßig langsam konvergiert, da 
in diesem Falle jede auch nur nennenswerte Annäherung eine unerträg- 
lich langwierige Bechnung ergeben würde. 
Betrachten wir z B. die Beihe: 

w 

(1) s-^Ti -«« + »-«. 



wo: 



(2) «n-^^i; »«-^V*' 

1 «1+1 

so hat man: 

)l + l M + l 

und daher: 

(4) Sn<S<S.+ ^- 

Nimmt man also beispielsweise n — 1000, so würde man hieraus zu- 
nächst nur soviel erkennen, daß die Summation der für die Praxis ge- 
radezu enormen Anzahl von 1000 G-liedem^) eine Sumipe s^^^ liefert, di» 

um weniger als -^^ unter s liegt, die also immerhin schon in der äritien 

Dezimalstalle um etne Einheit /m Iclein sein kann. 

Dieses Besultat läßt sich nun freilioh noch einigermaßen verbessern^ 
wenn man neben der zuvor gefundenen o&erm Schränke für den Wert 
des Bestes r„ auch eine entsprechende untere Schranke bestimmt Man 
findet nämlidh nach Analogie von Ungl. (3): 

(5) ^*^ ^ *(» 4- 1) "^ \V ~~ iT+ij ■" ;r+l' 

M+l n+l 

und daher neben üngl. (4) die folgende: 

(6) «>*« + ;rTi"'- + "^"i^(Jrri)' 

sodaß sich aus der Verbindung von üngl. (4) und (6) ergibt: 
(7) ,_,.+ £_* 



("+«' 



1) Man Tenaclie rmx einmal, etwa 80 Gheder der obigen Beihe zu summieren L 



Nr 2 



§ 61 Die TroasformationBmethodeii von Enler und Eammer 
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wo -O" zwischen und 1 liegt. In Worten: Ersetzt man s duroli s„H — f 
flo erhalt man zwar einen zu großen Wert, der begangene Fehler isir 



aber kleiner als 



Im Falle n = 1000 wird dieser Fehler kleiner 



n(n + 1) 

als 1ÖÖ1Ö5Ö' ®^ kann also, da dieser Bruch sehr nahe an -^g-jj- — liegt, 
immerhin noch auf die 6*^ Dezimalstelle Einfluß üben Man erkennt 
hieraus, daß auch bei diesem verlesserten Verfahren die erzielte Genauig- 
keit in kemem rechten YerhaltnisBe zn dem erforderhchen Bechnnngs- 
aufwande steht, und daß der letztere geradezu ins üngehenerlLche wachst, 
wenn man eine merkhch größere Genauigkeit erzielen wiU. 

Hiemach erscheint es begreiflich, daß die Beihentheoretiker sich 
von jeher vielfach mit der Auffindung von Methoden beschäftigt haben, 
welche es ermöglichen, langsam konvergierende Beihen m schneller kon- 
vergierende zu transformieren die beiden einfachsten dieser Methoden, 
die von Euler und Kummer herrühren, sollen jetzt erörtert werden 

2. Wir führen zunächst die folgenden Bezeichnungen ein^)* 

a,- a^+i - ^^ö^v - ^«r (v-0, 1;2, ) 



(8) 



A«a„-A>a. 



v+i 



A»a. 



A«a,-AX + i-^""^'öt, 



Konvergiert nun die Beihe^(— 1)" a,., wo a^$0, gegen die Summe s, 
so hat man: o 



(9) 



-^'(-1)' », 



00 



und findet somit durch Addition dieser beiden Gleichungen: 

M 

2« -«o+^c-iy-c^r -«•+!)» 



1) Man bemerke, daß hier das Zeioben A Jee%ne Zahl, also in der Verbin- 
dung Aov kernen Faktor, Bondem eme (mit dem a>> vorzunehmende) Operaiton vor- 
fltellt Dem entsprechend bedeutet A" Jceme Potent, Bondem die n-mai%ge Wieder- 
holwng der Operaiton A (aho n kernen Exponenten, aondem emen Indea) 

•>0* 
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oder mit Benützung der Bezeickaimg (8): 

00 00 

(10) ^K-ir «.-^--l^o+l ^(-1)" ^«^ ') 



■OO 00 

Da die hier auftretende Reihe y} (— 1)* Aa^ sich von^ (— 1)" • a^ 



nur dadurch unterscheidet, daß Aa^ an der Stelle von a^ steht, so findet 
man dnrch Anwendung der nämlichen Transformation zunächst: 

es 00 

^ (- 1)^ . Aa, - I Aao 4- 1^(- 1)^ • A\. 



und durch Einführung dieser Beziehung m QL (10) 

00 

(11) ,«.i.ao4-^Aa„H-l^.(-l)^.AX. 



Wendet man dieses Verfahren auf Gl. (10) im ganzen n mal an, so ge- 
langt man offenbar zu der Formel: 

00 

(12) 5»iao+^Aao+^A«ao4--+2^A''ao+^-2(-l)^ A«+X, 



•wie man durch den Schluß von n auf (n + 1) noch genauer feststellen 
kann. Durch Anwendung der Transformation (10) auf das letzte G-lied 
Ton Gl (12) ergibt sich nämlich unmittelbar: 

00 

(13) s»ia,+^Aao+^AX+ •■^~r,^''^'^o+^.'2<-^y A«+«a„ 



d h. wenn die Formel (12) für em bestimmtes n gilt, so bleibt sie auch 
gültig, wenn man n durch (w + 1) ersetzt Da aber die Richtigkeit der 



1) Hieraus folgt, wenn die Oy und Ach j?08%ttv sind und monoton abnehmen, 
daß allemal* 

l < Y *• + T « "• »0 — Y % 
und wenn man a^ durch. a%n+v ^netzt* 



^'(-ir «, 



Sn 



>Y«.ft 
^ 1 
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Fonnel (12) für n = 1 erwiesen ist (s öl (11)), so gilt sie liiemaeh 
fär jedes n. Hieran seinocli bemerkt, daß aus der Voranssetzung lim o^ »" 

offenbar stets folgt: bm Aa, «- lim (a^+i — aj — 0, nnd somit, durch fort- 

gesetsste Anwendung dieser Sohluß weise, für jedes n: 

(14) lim A"a, - 

3 Die Transformationsformel (12) erforderte zu ihrer Herleitung 
keme andere Voraussetzung, als daß ^ (— 1)* a^ Jc(mv€rg%eren mußte 



Wir unterwerfen j'etzt die a^ der Beschränkung, positiv zu sein und mo- 
noton gegen den Grenzwert Null abzunehmen, also: 

(15) a^ > a^^i , hm a^ = 

Daraus folgt dann zunächst, daß durchweg Aa^ — a,,~a,+i > und 
lim Aa^ =■ wird. Wir wollen aber weiter annehmen, daß auch die Aa^ 

monoton (und dann selbstverständlich gegen Null) abnehmen, also: 

(16) Aa^ > Aa^^i , bm Aa, — ; 

und wir wollen schließhoh diese Annahme dahm ausdehnen, daß für jeden 
Wert Ton n: 

(17) A''a,>A"a,+i>0 (v-0, 1, 2, .••) 

sein soll und daher: 

(18) < A'a, « A"-ia, - A"-ia,+i < A—^a, < < Aa, < a. 

Infolge der über die a^ bzw A^a, getro£fenen Festsetzungen liefert 
nun GL (12) die beiden Ungleichungen: 

^19) M 1 1 1 1 1 

oder anders geschrieben: 

(20) |(».+i;4'^'«.)(>:_J„.A-a.. 

Da 0< A"+*ao<aQ (übrigens A*+^a^ mit wachsenden Werten von «* 
nach IJngl (18) monoton dbnwnmt), so lehren die Ungleichungen (20), 
daß deren bnke Seite für n — > cx) in eme gegen die Summe s Tcon- 
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vergierende Eeihe übergeht, und man erhalt auf diese Weise die an- 
gekündigte JEulersche TransformaHonsformd: 

(21) . _ J (_ 1). a,-±a,+ lyi{, A'«.. 
Setzt man sodann 

(22) *-i«o + |Ji.A'a.+.., 

1 

SO ergeben sich zur Beurteilung des Restes r„ aus GH (12) und (13) die 
Beziehungen: 

<— ^ A"+i/x. 

Dieser Rest ist also (selbstverständlich) größer als der erste der weg- 
gelassenen Glieder, aber immerhm Meiner als dessen Zu^e^faches ^ 

^ 4 Beispiele 1) Die zu transformierende Reihe sei die folgende: 
^ (- 1)' i^ri, deren Summe, wie früher gezeigt wurde (§ 59, Gl (9)), 
den lg 2 darstellt. Da hier: a, » ^, so wird: 

Aa, L. 

' »4-1 



(23) 1-2« 



' + 1 » + 2 "" (V + 1) (v + 2) 
A»/» - 1 1 



1 8 



A»a c- 1 2 • n 

A"ao--i- 
und somit- •* + ^ 

öetzt man hier: i 

(26) lg2-^-i, + ,_, ('«'''^'^»••.'äeinr..,müngl(23)ent,prioht) 
so wird: 

(26) 

'« ] 

I ^>^ 

Cji + l) 2'» + » 
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Nimmt mau z. B. n - 20 und beachtet, daß 2' - 16, 2<> — 16* — 256, 
also: 2»-512, 2"-1024>1000 und daher schließlich: 2">1000000, 

60 wird: *'io < «Töööööö' ^^^^ ^®' schon durch Snmmation tou 20 Glie- 
dern eine rerhältnisrnSAig große Annäherung erzielt wird (beiläufig be- 
merkt eine größere, als wenn man in der ursprünglichen Eeihe 10 Mil- 
lionen Glieder summieren wflrde^)). 

2) Es werde gesetzt: a^ — , , sodaß die Reihe ^ (— 1)* • , 

resultiert, welche gewöhnlich als die Leibnizsche bezeichnet wird.') 
Man hat hier: 

A 1 1 2 



A«a - 



iv + l 2» + 8 (2»/ + l)(2v + 8) 

2 2 2 4 



(2v+l)(2v4-8) C2» + 8)(2v + 6) (2*+ l)(2*-|-8)(2v + 6) 
2 . 1 . . . 2n 2" n! 



^'''''''~(2w+l)(2v-|-8) .(2» + 2n+l)'"(2»+l)(2i;-f 8) .(2y + 2n + l) 

und daher: 

2" nl 



A«o„- 



1-8 (2n-|-l) 
Hiernach ergibt sich: 



(27) J(-i)'-^i-f{i+i;> .., .. ;;,+.) } 

1 

2r^8^8 6^ ^8 6 .(2n-j-l)j ^'^»•' 



wo: 



1^2^_(tHll)_ /ly + i 
^28^ r l^'^ (2n+8)^U/ 

* ' ^ 1 18- (w + i) 1 2.8 .n+1 1 >^/^\''+^ 1 

-^2 8 6 (2n+8)~2 8 6 2n+l 2n + 8-^\2/ '2n-|-8' 

5. Die Eummersche Transformationsmethode knüpft unmittelbar an 
den beim Kummerschen KonvergenithrUerium auftretenden Ausdruck an: 



1) S. die Fußnote zu Ol. (tO). 

2) Ihre Summe iat, wie tioh ipäter ergeben wird, gleich -j- , wo « die aoge- 

nannte Ladolfsche Zahl, d h. die Mafizahl für den halben Umfimg eines Ereuea 
mit dem Badina 1 



setzen. Denn, wäre für irgendeine Wahl Ton JB^ zunächst: lim A^ — ^, 

y-»-oo 

WO A positiv und von 1 terschteden, so braucht man das ursprünglich ge- 

% 



TD 

wählte B^ nur durch B^' = -v^ zu ersetzen, damit der fragliche Grenz 



also mit Berücksichtigung von GH (31)' 

so 

(33) ^•A,a,^J?,a„-« 

n 

Diese Gleichung liefert offenbar ein Mittel zur annähernden Abschätzung 

ee 

des Bestes ^ q» Denn da die X^ für hinlängboh große Werte von v sich 
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(29) X,~B,-B,^, ^ 

V 

(s § 54, S 379, Fußn. 1). Angenommen, man habe eine Folge positwer ' 

Zahlen By so bestimmt, daß lim X^ einen bestimmten positiven Wert be- 

sitzt Man kann dann ohne merkliche Beschränkung der Allgemeinheit 
speziell' f 

(30) lim A, - 1 l 



wert = 1 ausfallt. 

Sind nun die a^ (zum mmdesten von einer bestimmten Stelle ab) ^ 

durchweg gleidkheeeichnet, so folgt aus der Bedingung (30) auf Grund ■' 

des Kummer sehen Kriteriums allemal die Konvergene der Reihe ^a^ \ 

und zugleich die Existent emer Beziehung von der Form: 1 

(31) hmJ?y-a^ — a, i 

wo a eine bestimmte Zahl mit Einschluß der NuU bedeutet (s. § 64, S. 379, ; 

GL (7) und Fußn 1) ^ 

Sind dagegen die a, mit beliebig wechselnden Voreeichen behaftet, so \ 
wollen wir die (wenn auch nur bedingte) Konvergene der B«ihe ^a„ so- 
wie die Esßistene der BeBtehmg (31) ausdrücklich voraussdeen. * \ 

Aus Gl (29) folgt sodann- | 

und daher, wenn n irgendeme bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, • { 
bezeichnet: 
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hdiebtg tcentg von 1 nutersdieidexi, so ist za vennnten, daß ffir sehr große 

Werte von n die Stimme ^l X^ % moIl mt^'ediend wemg von ^ a^ 
unterscheiden wird n » 

In dieser etwas vagen Form ist j&eilicli mit der eben gemachten Be- 
merkung nicht viel anzufangen. Dieselbe^ fflhrt aber zu präziseren und 
praktisch brauchbaren Resultaten, wenn wir die a^ und A, s^zxetterm 
Bedingungen unterwerfen. Es seien etwa für v^n die a^ durchweg 
postHv und die X^ monoton gunehmend, also: A^<^,+i<l. Alsdann hat 
man offenbar: 

eo 

<^|^a, (da: 1<^ für v>n), 

n 
eo 

n 

snda^ die Gleichung (33) die Beziehungen liefert: | 

(35) ^.al ^«V-« ; 

In gleicher Weise ergibt sich, wenn die A^ für v ^ n monoto^t "hnehmen' 

(36) ^A i 



(34) '^a. 



■'«"n 



Da >l f(ir emen einigermaßen großen Wert von « verhältnismäßig nahe 
an 1 h«gt, so erschemt der Rest ^q„ durch üngl (35) bzw. (36) tr 

n 

entsprechend enge Grengen eingeschlossen 

Beispiele 1) Sei a,— -:, also -^ — -j-r- Man kann in diesem 
Falle (nämlich dlemäly wenn hm -^^ =» 0) die Bedingung hm A^ — 1 

v-yeo V i«^BO 

am einfachsten m der Weise befriedigen, daß man lim 5^—1 oder ge- 

'»'->00 

radezu J?, == 1 annimmt. Bei dieser letzteren Wahl wird hier: 

X^ = l — -^ =• —j-r (also mit V monoton eunehmencf), 
aodaß die Ungleichungen (35), wenn man noch berücksichtigt, daß 



I 



I 
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a — lim a^JÖ^ — wird, die folgenden Beziehungen liefern: 



(87) 



2t\ 



■^ n ti! 



^ mI f 



nl 



deren eweite offenbar etwas selbstreratändliclies aussagt, wäkrend die erste 
auch auf die Form gebraclit werden kann: 



(38) 



j^ v\'^ nin 



n+i 



2) Ist a^ — — i~Ti; so liefert die Annabme: J?^ — vlgv den Aus- 



druck: 



l«v) 



p.\gV 



(^^) ^^-i^;r^(i«^^+i)--i»*') 



"^igFTO (§34,8.207, 

v> ^-Ig*^ XJngl. (8 a)) , 



und es wird also wiederum lim X^ — 1. Da die X, monoton gunehtnm und 
« — zu setzen ist, so folgt (mit Benützung der noeitm üngleicbung 
in (89)) aus TJngl. (35): 

r .- (w+l)-lg(n 4- 1) 



(40) 



-^»'•(ig»')" 



n.(lgn)« 



Die zweite dieser Ungleichungen läßt in sehr ansohauliober Weise er- 
kennen, wie außerordenUich langsam die Beihe ^ — Uäv)* ^^^^^^S^^^- 
Da namUcb (§ 34, S, 206, öl. (1)): "' ^ * 

Ign — lg 10 • logn < 3 • logn 

(wo logn den Briggschen LogariÜbmus von n bezeichnet), so folgt aus 
UngL (40): 



(41) 



^ 1 ^ i. J_, 
-^v-Clgv)"^ » logn 



Nimmt man also fdr n eine Zahl an, die aus einer 1 und MiUicn Nullen 
besteht, so wird logn — 1000000 und somit der fragliche B«st immer 

noch größer ato fls»^ — r-; sodaB die Summation der yorangehenden 

enormen Anzahl von Gliedern den wahren Wert der Reihensumme noch 
nicht einmal auf 7 Dezimalstellen genau angibt. 
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6. Die (Gleichung (33) kaiin auch onnuttelbar dazu dienen, nm die 

00 

Summation der Reihe ^ a^ auf diejenige einer merMich schneller fcon- 

n 

vergierenden zurückzuführen Bringt man nämlich GL (33) attf die Form: 

00 

n 

80 ergibt sich zur Addition dei Identität: 

«0 00 

n n 

die TramformationsfomieV 

m CO 

(42) 2 a, - (i?„a, _ «) 4-^ (1 - A,) • a,. 

Dabei konvergiert in der Tat die red^ts stehende Beihe stärker als die ur- 
sprüngliche, da lim (1 — A,) — 

V->flO 

Diese Transformationsmethode besitzt offenbar eine erheblich größere 
AUgemeinheitf als die zuvor betrachtete Eulersche. Auch gestattet sie, 
durch beliebig oft unederhoUe Anwendung die Konvergene der zu sum- 
mierenden Beihe immer weiter m verstärken Die einzige Schwierigkeit 
besteht dabei jedesmal in der passenden Auswahl der B^, und hiermit 
sind zugleich die Oreneen für die praktische Brauchbarkeit dieser Methode 
angedeutet. 

Beispiele. 1) Es sei: a^ — ~i* Setzt man sodann: B^'^'V, so wird: 
^^.^_(^+l)._^,,_^, also: lim A,.-l, 
und, da wiederum: a — lim B^a^ — 0, nach GL (42): 



(48) J;i,_i+2'5T17+T) 



.') 



1) Wie bei apftterer Gelegenheit gezeigt werden wird, lat 

00 

^v^ 6 
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Wendet man die entsprechende Transformation auf die rtcMs stehende 
Eeihe an, so ergibt sich (wenn man B^— -^v setzt): 

CO 00 

^*;;i— 1 + äi + S^»^, (v + l)(„ + 2) 
1 1 

nnd, wenn man dieses Verfahren im ganzen w mal in der Weise wieder- 
holt, daß man noch der Reihe nach B^ «« yv, B^ =• yv, • • •, 5^ — —.y 
setzt: 

CO CQ 

(44) 2f.»l+-r" + - +^ + »l^%« (f + Dd' + a) (1» + «) 

1 1 

oder, anders geschrieben: 

00 CO 

(45) 2^i-«l^^..(,H.i)(, + a).. (v+^)- 

2) Setzt man: a^- (-l)''-^-^^^!:» ^odaß für v-1,2,3, dieschon 
in Nr 4 betrachtete Leibnizsche Beihe resultiert, so wtfd: Hm — — — — 1. 
In diesem und in jedem analogen Falle (d. h. wenn die a^ Zahlen mit 

- 1 « 1 ist) genügt man 



äliemierenden Vorzeichen bedeuten und lim 

f-Voo 

offenbar allemal der Bedingung: um A, — 1, wenn man setzt: 

(46) B^ — i-, oder etwas aUgemeiner: B^ — -x-B^', wo: lim 5 ' - 1 

Wählt man etwa B^ - 4» also* A^i - Y' '^"'^^ ^r»* " 0, inid: 

, 1 /i , 2» — 1 \ 2» 1 _ J „ ^ 

so ergibt sich: 

(47) J(-i)'- i^x-i+irC-i^'-'-i^- 

Durch nochmalige Anwendung dieser Transformation für: 

^ 1 Sv + l , , t /2v^ 2v4-8 (iv + l)'{iv-'l) \ 

^»-■^yäTil' *^^°' ^*" 2"\2^^^^"^2» + l (2^ + 8) (2* + lV 

1 / 2v + l , 2»— 1 \ ^ 4v*+l 
■" S \2v — l~^2v+l/ ""4«»* — 1 



Nr 1 
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Doppelreihen und itenerte Reihen 




erhält 


man* 










(48) 


ee 

1 


-1)^-1 


^ .-1 « "5!r 


IV-i. * 




1 


^^ (4*«- 


■1)' 


und, wenn man 


jetzt 


^ _ 1 2v + l 
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2v^8 

setzt und nochmals transformiert: 



f-i 



(49) ^(- 1)' • ^ - 1 + 2^Ir (..--lm-- .) • 

1 1 

Diese letztere Reihe ist bereits so stark konvergent, daß die Sum- 
mation von nw vier Gliedern den Wert der Beihensumme schon auf 
4 Dezimalstellen richtig liefert (man findet auf diese Weise: 

4s = Ä = 3,1415. ). 



Kapitel IV 

Unendliclie Doppelreihen mit reellen Gliedern. 

§ 62. Doppelreihen und iterlerte Beihen. — Eonyergenz und 

DiTergeuz einer Doppelreihe. — Beziehungen zwischen einer 

Doppelreihe nnd der ans den Zeilen- hzw. Eolonnenreihen 

gehildeten iterierten B«ihe. 

1 Wir haben ein zweifach-unendhches Schema von der Form : 



(1) 



+ * 

+ 



bei früherer Gelegenheit (§ 46, Gl. (18), S. 315 und § 58, Gl. (17), S. 410) als 
eine unendhche Beihe aufgefaßt, deren einzehie Glieder wiederum wnendr 
höhe Beihen smd (nämlich die Zeilen bzw Kolonnen des Schemas). Die 
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„SummaÜon*' eines solchen Schemas in dem gedachten Sinne wurde als- 
dann dargestellt durch eine der Beziehungen: 



(2) 



2 !3 "^" ('^' AbkUrztmg für: ^ (_^ ««)) 

0^ 00' 



^ S "ii'^ (^' Abkürzung für : ^ (^ «*f )) 

^00^ 00' 

Zar deutlicheren Yeransche,ulichung der hierdurch angedeuteten Gxenz- 
tlbergSnge woUen -wir mit 8^*^ die Summe aller derjenigen Glieder be- 
zeichnen, welche in dem von der (v + 1)*^ Zeile und (jl + 1)*** Kolonne 
abgegrenzten Abschnitte des Schemas (1) enthalten sind, also: 

+ V^ + w/1) + ... + u<t^-) 

+ 

Alsdann hat man offenbar: 



(3) S M - \ 



^l ^ u^^ — lim ( lim 8J^^) (Reihe der ZeÄewsummen) 

►». u^"^ — lim ( lim 8^^) (Reihe der KoUmnenaMmmen). 



(*) 





2. Diese letzteren Beziehungen führen nun unmittelbar darauf hin, 
die „5w9»ma^»on'' des Schemas (1) noch in anderer Weise aufzufassen, 
nämlich, indem man nach dem Qrmfmerie der isweifou^irunendlichen Zahlen- 
folge 8^\ dem „DqppeUimes" in 4em früher definierten (§40, Nr. 1, S.264) 
allgemeinen Sinne fragt. Bei dieser Auffassungsweise bezeichnen wir das 
Schema (1) als unendliche Doppelreihe und nennen dieselbe konvergent^ 
wenn lim 8^*^ als "bestimmte ZaM existiert. I^t dann etwa: 

(6) hm 5^-5, 

ft,V-*-tB 

so heißt 5 die Summe der ungndlichen Dc^ppdreihe (1), was wir durch die 
Schreibweise ausdrücken wollen: 

(6) 2.'»i"-S') 



1) Wftxen die Jnfangstoerte der Indisee fi, v verschiedene Zahlen, etwa ft, 
und Vq, bo wtlrden wir die Somme der betreffenden Doppelreihe dnioh da« 
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In jedem anderen Falle heißt die Doppdreihe divergent nnd zwar 
eigenütch divergent, wenn: 

(7) limSf"^- + oo bzw. oo; 



u 



uneigenikch divergent (osgiüierend, unbeshmfnt), wenn überhaupt ]cem 
endlicher oder mtt lestimmtem Vorzeichen unendlicher hm iS.i*^ existiert 



u 



Auch in diesen letzteren Fallen bedient man sich gelegentlich der 
zwar ni(M gomg leorrekten, aber legttemen imd zu Mißverständnissen keinen 
Anlaß bietenden Ausdrucksweise: Ale Summe der Doppelreihe (in Zeichen: 

^5"'* **/«*^) ^®^ unendlich groß bzw unbestimmt 



Nach dem gesagten ist für den Begriff der DoppelreOie charakte- 
ristisch, daß die leiden Indizes /i, v gletchgeittg ins Unendliche wachsen. 
Dagegen wird man ein Symbol von der m !N'r. 1 betrachteten Art: 

-0 

welches also 0wei nacheinander auseuführende CkenieUbergänge in sich 
schließt, passend als eine tierterte Beihe bezeichnen. Die Beziehungen 

00 

zwischen der Doppelreihe ^.v u^^ und den iterierten Beihen (8) sind 







identisch mit denjenigen zwischen: 

(9) Hm 5^'^ und: hm (lim iSf"^) bzw. lim (hm Sf ) 

und müssen sich aus den allgemeinen Grenzwertsätzen ergeben, welche 
in § 43 (S. 288 ff) abgeleitet wurden. 

Im Anschlüsse an diese letzteren sei zunaohBt bemerkl^ daß allemal, 



Symbol. 

bezeichnen. 

* Wenn »ui dem ZTuammenhange unzweideutig hervorgeht, von welcher Doppel- 
xeüie die Bede ist, oder wenn es auf eine endliche Anzahl von Anfangsghedem 
nicht ipenell ankommt (also b B., wenn es sich lediglich um die Frage der Eon- 
vergems oder Divergenz handelt), ao bedienen wir uns gewöhnlich der abgekürzten 

Bezeichnung ^«i"^ 
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OO 

wenn die Doppelreihe^^,* m^^'^ konvergtert oder eigentlich dwergiet% wenn 



also ein endl%cher oder mit bestimmtem Voreeichen v/nendliclier limS^"' 

existiert j dieser nämliche Grenzwert zum Vorschein kommen muß, wenn 
man /i = v setzt (vgL § 40, S. 259, Zusatz), sodaß also: 



0) 



(10) yi,r t* w - hm s':' = hm >3 2^ «; 

Hieraus folgt aber, daß jede Tconvergente oder eigentlich divergente Doppel- 
reihe auch als honvergente bzw eigentlich divergente einfache Beihe an- 
geschrieben werden kann Denn man hat: 

(11) sr=s„'°'+J?(s.<"-sili") 



und daher: 

(12) ^,. „« - s;' + J (s« - ^T") 



Dabei ist: 

(13) S«-e;" -<" + <+ • + «,<•' + «<-" + . . + «,'" 

d. h. das (v + 1)** Glied jener einfachen Reihe besteht aus der Summe 
aller Gheder, welche m der (v + 1)*«« Zeile und m der (v + 1)*~^ Kolonne 
des Schemas (1) stehen, bis zu dem Gliede t*J''^ einschheßhch. 

3 Es erweist sich für das folgende als nützhch, m analoger Weise 
wie die Glieder einer emfaehen Keihe als Differenzen zweier konsekutiver 
Gliedersummen, die «f"^ durch die S^"^ darzustellen 

Ä.US der Defimtiotflgleichung (2) folgt unmittelbar, daß. 

und ebenso: 

(15) («.'"' +»."+• +».'"-»:" 

1«;'+»,;"+ +»«-s«-s«, (^^1) 
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Daraus ergibt sich weiter: 



(16) 



i(b) -ei"+«r-(^r"+<-.)i ^^^' ^^^^' 



Die letzte Oleichmig zeigt unmittelbar, daß: 
(17) hm «^'^ - 



/*,f- 



rW 



sein miifi, wenn ein endlicher lim 8^' existiert, d. h. wenn die Doppd- 

rei%d konvergiert. Insbesondere ist also bei einer Iconvergenien Dqppd- 

reihe stets: 

(18) limMj''^-0, 

d h. die Glieder, welche die unbegrenzte Hauptdiagonale des Schemas (1) 
bilden, müssen schließlich gegen NuU konvergieren. 

Da andererseits die Existenz eines endlichen lim Sj^*^ nach § 43, 
S. 290, Fußn. 1, keineswegs diejenige von: a*!»--»* 

lim S^^ für irgendeinen endU<3ien Wert von v 
hmSJ^*^ „ „ „ « ;» /* 

»-♦•OB ^ 

in sich schließt, so , lassen die GUeichnngen (16) die Moghohkeit offen, 
daß selbst bei einer honvergenten Doppelreihe: 

lim uj^^ fifr keinen eineigen endlichen Wert von v 

limMJ"^ „ „ „ „ „ „ fi 

ZU verschwinden braucht Mit anderen Worten: Eine Doppelreihe kann 
sehr woJd konvergieren, ohne daß die Glieder einer eineigen Zeile oder 
Kolonne mit tmh^enet wachsender SteUenedhl der Null eustreben.^) 



1) Eb können sogar bei einer konvergenten Doppelreihe die Glieder einer end- 
Itehen Anzahl von Zeilen und Kolonnen nnmeruch tns Unendhehe wachsen, mit 
anderen Worten, es brauchen die 1 u^^^ 1 nicht einmal tmter einer endlichen Schranke 

zu bleiben. 

Man überzeugt sich hiervon ohne weiteres, wenn man in irgendemer konver- 
genten Doppelreihe eme gerade Anzahl von Anfangszeilen (Anfangskolonnen) durch 
solche von der Form 

6o ^1 • &A» » 

-wo* lim&^— «oo, ersetzt 

..IT «0 
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Beispiel. Man setze: 

^^®) ^'^ 2(« + i) W^ + «'^ W-0,1,2, J 

wo (I > 1 sein soll. Alsdann hat man nach GL (16): 



Nr. 4 



(20) 



.(0) l_ „(o)„(il.l)Vi 

«> a+l' " 2 



V + a + J' "« 2 la*+a+l/ 



(/*kl, »'kl) 
Die aus diesen Gliedern uj^^ gebildete Doppelreilie ist alsdann hm- 
vergeni, denn es ergibt sich offenbar: 

(21) lim/S^'^-0. 

Nichtsdestoweniger findet man: 



(22) 



"»i-n-STI' ^\<'^\-7 (—1,2,8,-), 



sodafi also die Glieder jeder einzelnen Zeile nod Eolonne nnmerisoh über 
einer endlichen Zahl bleiben 

4. Wenn lim 8^'^ für jed^s eine gewisse Zahl n nicht übersteigende v 
eine lesHmmte Zähl vorstellt, etwa: 
(23) lim iSf^'^ - jS^'^ für: v - 0, 1,2, ...,n, 

so ergibt sich ans Gl. (14), daß : 



(24) 



^«r-^ 



(0) 



2«<"-5">-S<'-> („-1,2,. ,n), 



d. h. fallen die Grenzwerte lim 8j^^ für v — 0, 1, 2, • •, w endUch aus, so 



/*->« 



bildet die 1*», 2*^, • • -, (n + !)*• Zeüe des Schemas (1) je eine hmvergenie 
Beihe. 

Umgdeehrt hat man stets: 



(26) «r'-^»:'+2<'+- +li'< ("-o,i,2.--) 
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und daher: 

(86) Im S« - Ji u^; +_^ „« + . . + Jj „W („ - 0, 1, 2, . , «), 

sobald die rechts auftretenden JReihen, d. h. die !*•, 2**, • •, (w + 1)** Zeile^ 



Dieses Resultat laßt sich folgendermaßen aussprechen. 

Die Existeng endlicher Qrenewerte lim S^^ /wr v — 0, 1, 2, • • • 

ist völlig gleichwertig m%t der Konvergene aUer einednen Zeilen. 

Die analoge Beziehung besteht dann offenbar zTrischen der Existenz 



endlicher Grenzwerte bm SJ^^ für /i. — 0, 1, 2, • • und der Konvergeng aller 



lim aj*"^ und 



einzelnen Kölotinen. 

5 Mit Benutzung dieses Ergebnisses liefern die m § 43 entwickelten 
Beziehungen zwischen G-renzwerten Ton der Form: 

lima<'\ lim(limaj'>) 
lima/;^ lim (Um a <*')), 

wenn man aj^^ durch S^^ ersetzt, die folgenden Sätze: 

(I) J^m« Doppdreüie kann Tconvergieren^ ohne daß eine 
eineige Zeüe oder Kolonne eine konvergente Beihe hüdet. Dabei 
hmn aber immer nur eine endliche AnaaM von Zeilen Igw. Ko- 
lonnen eigentlich divergieren oder ein unendliches Oreneinter' 
vall hesitgen; tmd es muß das GhengvntervaU aller Zeilen und 
Kolonnen von einer bestimmten an unter eine bdiebtg Meine posi- 
tive Zahl herabsinken. 

Aus § 43, Satz (IIb); S. 290 folgt zunächst nur soviel, daß die 
Existenz eines endlichen lun S^^'^ keineswegs diejenige von lim Sj^^ 

bzw. lim jSj*^ für irgendeinen endlichen Wert von v bzw. (i nach sich 

»-♦■06 '* 

Zieht (s S. 290, Fußn. 1), Daß dann überdies auch keine einzige Zeüe 
bzw. Kdlowne zu konvergieren braucht, läßt sich durch Beispiele leicht 
belegen (s. weiter unten). Andererseits bestehen aber, wenn lim S^' 
existiert, die Beziehungen (S. 284, Gl (la)): ''''"^•' 

( - lim (bm ^j"^) - lim (n^S^"') 
^ ^.rH.-'' -Hm(limÄJ''^)-lim(bm5J^>), 
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-vroratifl mit Benützmig der Beziehungen (14) die Richtigkeit der übrigen 
Behauptungen herrorgehi 

Em Beispiel einer Doppelreihe, bei weloker sicher Tceine etwnge 
Zeüe und Kolonne Iconvergi&if wurde bereits am Schlüsse yon Nr 3 ge- 
geheni bei der dort angefahrten Reihe besitzen ja zucht einmal die 
Q-lieder der einzelnen Zeilen nnd Xolonnen den Grenzwert NiM, Im 
übrigen war (ÖL <19)): 

nnd hieraus ergibt sich: 

(38) " ^<' + ^>^^ ! 

s<')-s;i'-''-fc:ü^(i + 2±i) (,^1), 

sodaß also die !*• Z&le m den Ghrenzen ± ,-: ^ ^y die (v-f- !)*• (wo v^ 1) 
in den Grenzen + ^-a osgüHert: man erkennt ohne weiteres, daß dieses 

OrenssmiervaU fSr hinBLnglioh große Werte von v in der Tat beliebig Mein 
wird. — In analoger Weise verhalten sich die Kolonnen der fraglichen 
Reihe. 

Will man femer konvergente Doppelreihen herstellen, bei denen eine 
endliche Anzahl von Zeü&t (Kolonnen) eigenüich divergiert oder ein un- 
endliches GrenzinterraJl besitzt, so braucht man nur (analog wie in Faß- 
note 1, S. 463 angegeben) in irgendeiner Tccnvergenten Doppelreihe eine 
beliebige Anzahl von Zeüen (Kolonnen) durch die Glieder irgendwelcher 
eigenÜtch divergenter oder ein unendliches QreneinterväU besitzender 
Reihen; ebensovide andere Zeilen (Kolonnen) durch die nämlichen Glieder 
mit entgegengesetgtem Vorzeichen zu ersetzen. 

(n) Ist außer der Doppelreihe: ^,v m^*^ — 8 jede eineeine 

~ 

Zeile ^Muj^^ (v — 0, 1,2, •••) oder jede emzdne Kolonne 

w 

^»1*^*^ (ft — 0, 1, 2, • •) honvergentf so Jconvergiert auch die 



JEtei^ der Zetlensummen hsno. d%^enige der Kolonnensummen 
gegen die Summe 5, d h. man hat' 

(29) ^^««-.V, bzw. Ji^»W_5 
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Denn nach § 43, S 285, GL (Ib) hat die Annahme: lim S^^ - Ä und 



die vorausgesetzte Existenz endlicher Grenzwerte lim S^' (v — 0, 1, 2, • • •) 

ft->aa '^ 

bzw. lim 8j^^ (/t — 0, 1, 2, • •) stets zur Folge, daß: 

(30) lim (lim SJ"^) - S, bzw. lim (Km SJ^^) - 8. 

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch folgendermaßen aussprechen: 

(Ha) Mne konvergente^) Doppelreihe mit konvergenten 
Zeilen heto. Kolonnen laßt sich durch die iterierte Bethe der 
Zeilen- hew Kolonnenreihen erseteen. Ihre Summaüon Jcann 
also emfatoei suhsesstve ausgufvhrende einfache JReihenstunnuxtionen 
ßwrückgefuhrt werden f in Zeichen: 

(31) J..<'-J^«r "- J-<'-i^ir»i"-- 



Der Satz (II) bleibt mutatis mutandis offenbar richtig, wenn + oo 
oder — oo an die Stelle der endlichen Zahl S tritt, da die entsprechend 
modifizierte Gleichung (30) auch in diesem Falle Gültigkeit behalt (siehe 
wieder S 285, Gl. (Ib)). Man findet also: 

(in) Ist eine Doppelreihe mit konvergenten Zeilen h/stv. 
Kolonnen eigentlich dwergent, so giU das gleiche von der Bethe 
der Zeilen- ijno. Kolonnensummen. 

Mit Berücksichtigung dieses Satzes und des weiteren Umstandes, daß 
nach § 43, Nr. 2 (S. 285) die Existem der Beziehung: 

hm (lim 5^'^) - lim (hm 5^"^) 

»-►«o ^/i->Be ^ ' /*-»-oo ^y->eo ^ ' 

noch keineswegs die von lim B ^^ nach sich zieht, die Nichtexisiena jener 

//,T-»"00 /* 

Beziehung bei gleichzeitiger Existenz def inneren Limites (insbesondere 
auch dann, wenn die beiden Seiten jener Beziehung zwar bestimmte, aber 
voneinander verschiedene Zahlen vorstellen) dagegen das Yorhandensem 
von lim S^' definitiv ausschließt, ergibt sich sodann: 

(IV) Auch wenn alle Zeilen und Kolonnen des Schemas (1) 
konvergente Reihen bilden und wenn die Reihe der Zeilensummen 
und diejenige der Kolonnensummen gegen die nämliche Summe S 

1) Die Konvergenz der Doppekethe maß a prtort feststehen tmd darf nicht 
etwa ohne weiteres ans der etwaigen Eonvergeng der betreffenden tterterten Reihen 
geBchloBsen werden 7gl Satz (IV) 
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honvergiert, so Tcann die heirefende Doppehethe nichtsdesto- 
weniger divergieren: sie divergiert dann nach Säte (III) (MemcA 
une%gentUcK Diese Divergenz muß eintreten, wenn die Beihe 
der Zeilensummen unddtCQemge der Kolonnensummen gegen 
verschiedene Werte honvergieren oder wenn nur eine dieser 
'beiden Beihen hmoergiert. 

TJm Beispiele derartiger divergenter Doppelreihen zu gewinnen, hat 
man lediglich für S^^ einen passend gewählten jener Ausdrücke aj^^ zu 
setzen, wie sie in § 42, 43 näher untersucht wurden, und sodann die 
Beihenglieder ujf^ mit Hjlfe der G-leichungen (16) entsprechend darzu- 
stellen. Setzt man z. B.^): 

/Q9\ öW 1 fty / ly ^**'' 

(^-0,1,2,.., 1/-0, 1,2,...), 
lim 8^^ — lim 8j^^ »-0 für jedes einzelne v bzw. ii, 



80 hat man: 
(86) 



also anoh: lim (lim 5'") - lim ( Um S''') - 0, 

während ein endlicher oder bestimmt- unendlicher lim 8J^^ nicM existiert. 

Es konyergiert dann also jede ZeSLe und jede Kolonnef desgleichen die 
Beihe aller Zeüensummen und diejenige aller Kdlonnenmmmen gegen die 
Summe 0, während die betrefiEende Doppelreihe ossfiUtert. 

Nimmt man fem er für 8J^*^ einen der folgenden Ausdrücke (§ 48, 

Nr. 2, S. 286): 

(34) fif(»)»_A±i 2"^+"'S 

SO wird: 

(36) lim (Um SJ^) - 1 , lim (lim S^j) - 0, 

Bodafi also die Beihe der Zeüensummen gegen die Summe 1, diejenige 
der Kolonnensmimen gegen die Summe konvergiert (während die be- 
treffende Doppelreihe dann eo ipso osziUiert). Eine yerhältnismäßig ein- 



1) DaB enie dieier Beispiel« geht aus § 48, Beispiel 8), B. 276 hervor, wenn mau 
■etzt- 8^*^ — 1 — a^\ DaB zweite findet sich als Beispiel l) auf S. S77, das dritte 
§ 48, Nr 2, 8. 886 (beide mit der tmerheblichen ModlBkation, daß hier der Sum- 
mand 1 im Nenner hinzngefflgt wnrde, damit die betreffenden Aa«drfloke auch 
noch für ft « y » eiuen Sinn behalten). 
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fiEtohe Form der Beihengbeder ^j^ liefert noch der folgen.cle^ im übrigen 
ganz analog wie die obigen sich verhaltende Ausdruok: 



> + l\r 



(36) «r-^r'' 

nämlich: 

«r-f im übrigen: <>-j^.(^)'_^.^^) 

6. Genügen die G-lieder u^"^ durchweg der Bedingung, ^ zu sein, 
so bilden die Sj^^ allemal eme monotone (niemals abnehmende) Folge posi- 
tiver Zahlen. Daraus ergeben sich aber mit Bücksicht auf § 40, Nr. 8 
(S. 257) und § 43, Nr. 1 (S. 285, Gl. (Ib)) die folgenden Sätze: 

(V) Ist t*^'^ ^Ound UetU S^*^ unter einer endlichen Zahl g, 
so konvergiert d%e Doppelreike der uj^^ gegen eine bestimmte 
Summe 8. Zugleich Jconvergiert jede Zeile wnd jede Kolonne, 
und die Reihe der Zeilen- und diejenige der Kolonnensummen 
Tconv&rgiert gletchfcMs gegen die Summe S. 

(VI) Ist u^^ ^ 0, «0 eieht jede der drei, Gleichungen: 

(87) j!..<'-s, Ji^«;"-«, Jii?»«-s 



die beiden anderen nady sich. Dies gut auch noch, wenn + oo 
an die Stelle der bestimmten positiven Zahl S tritt. 

Die Sätze (Y) und (VI) bleiben offenbar auch gültig, wenn unter den 
Gliedern w^**^ negative Zahlen in endlicher Anzahl vorkommeii; ebenso, 
wenu dwchweg oder nach Ausschluß einer endlichen Anzahl m^^^ ^ 0. 
(Dabei muß natUrhch die Voraussetzung von (V) lauten: 1 iS^^*"^ I < fi' ) 



§ 63. Bezieliniigen zwischen einer Doppelreilie und der ans den 
Diagonalsununen geltildeten einfachen Beihe. 

1. Transformiert man das gweifaeh-wnenäUche Schema: 

Mo««») + «*!<"> H h «4«) H 

(1) I + 

+ MoC") + M^W + . . . + Mj*) + • • • 
+ 
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iti eme einfach-unmdlicke Beihe, indem man die Glieder uj^^ nach „Dtago- 
ncUenf* ordnet, d h. indem man bildet: 

(2) Jj«„ wo- »,-«<"+ «r« +•••+»,'!!, +»r, 



so besteht zwischen der Doppelreihe der m^S**^ und der etnfach-unendhchen 

«0 

JReihe '^w^ eine vollkommene Übereinsiimmung, sobald m^^*"^ ^ ist. 



Wie nämlich ein Blick auf das Schema: 



(3) 



„ W j_ _L « W _L. .-Li/ ^"^ 

+ 

+ Wo + • • • + «« 



unmittelbar zeigt, gilt alsdann die doppelte Ungleichung: 
(4) ^'«.^Äf^^^,«,,. 







Wenn nun die Dopp^eihe gegen die Summe 8 konvergiert, so hat man 
speziell lim S!^^ => 8 und daher nach Ungl. (4): 

(ö) 2*^.^S. 



ao 

Daraus folgt zunächst, wegen w^ ^ 0, die Konvergeruf der Reihe ^J m;^ 
und sodann aus (4) ftlr « — >■ oo: o 

C6) J?«-,-«- 



eo 

UmgeJeehri: Wenn ^ to„ gegen die Summe 5 konvergiert, so folgt 



zunächst unimttelbar aus IJngl (4), daß: 

(7) limÄJ-5-S. 

Alsdann muß aber wegen der Monotonie der Zahlenfolge 5^"' auch all- 
gemein: 

(8) lim 5.!"^ - 

sein (§ 40, S 259, Zusatz) 



^,V-*-eo 
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Es ergibt sich, hierans schließlioli noch, daß die Doppdrethe der u^ 

00 

und die Beihe ^ w^ auch allemal gleichgeitig dtvergieren (nfimlich nach 



4- oo), wenn eine der beiden Beihen divergiert. 

Faßt man dieses Resultat mit dem Satze (VI) des vorigen Para- 
graphen zusammen, so ergibt sich an dessen Stelle der folgende noch 
etwas allgemeinere Satz: 

M M^"^ ^ 0, 80 zieht jede der vier Gleichungen'^): 



ßte drei anderen nach sich, gleichgültig f oJ S eine bestimmie 
ZaM versteh oder unendlich groß ist. 

OB 

2. Um die Beziehung zwischen emer Miehigen Doppelreihe ^,v uj 

00 

und der Reihe ^yWy festzustellen, schicken wir den folgenden Hilfssatz 



voraus, welcher eine Verallgemeinerung eines früher mitgeteilten Cauchy- 
Bchen Satzes über den Qrenzwert eines arithmetischen Mittels (§ 45, Nr. 1, 
S. 305) büdet: 

Meiben die Zahlen a^^'^ ('^"a'i'o' ) numerisch unter 

/* \i;«0, 1, 2, • •/ 

einer endltchen Zahl g und ist: 



IC 

(wo a eine bestimmte Zähl mJd. vorstellt), so wird auch: 



(10) hm a;;^ = a 



(11) 



.^..r-'H-^..^..^ . -^-r' - - 



*->oo 



Beweis. Man hat zuiulohst identisch: 

(12) ^ a;-"' _ („+ 1) . « -2 W"'"-")- 



Da nach Voraussetzung: hm a ^"^ =- a, so muß sich nach Annahme einer 

1) Der auf die drei letzten Gleiohnngen bezttgliohe Teil des Satzei ergab 
aioh schon bei früherer Qelegenheit- § M, Nr. 4 (B 817, GL (S8)). 
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beliebig kleinen positiven Zabl e eine Zahl m so fixieren lassen, 

(13) loj"^ -a|^e für: /x^w, v^m 

Nimmt man nun in Q-1. (12) n>2m (also: n — m>m) an und i 
jene Gleicbnng folgendermaßen. 

n 

(14) ^«^"-''^-(n + l)« 



m n—m n 

S«""'-") +2^"""-») +2W"""-«) 

7JI + 1 1— m+1 

SO -wird in der 0weiten Summe auf der rechten Seite durchweg : 
in der ersten und dntten zum mmdesten: 



(.n-fi) 



und daher: 

n 

(16) |2^a^'-'')_(M + l)a <(2«» + l) (^+|a|) + (n-2w) 



oder: 



Läßt man jetzt n ins unendliche wachsen, so wird: 



(17) 



lim 





also schließlich, da s jede beliebig kleine Zahl bedeuten kann: 



«-►»• 



3. Nunmehr können wir den folgenden Satz beweisen: 
Besitgt d%e konvergente Doppelreihe: 



^■'<'-s 



die Eigenschaft, daß jede einnelne Zeile wnd Kolonne konv 
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oder innerhalb endlicher Qreneen osßUUert, so Tccmn die Bähe 

yjWy nwr konvergieren oder osgillieren^) und ewar tat wn 



FaUe der Korwergene stets auch. 

ao 


Beweis Wir zeigen zTmächst, daß infolge der bezüglioh der ein 
zelnen Zeilen und Eoloimen gemachten Yoranssetzung S^^ 1 fOr alle 
möglichen fi, v unter einer festen ZaM g bleiben mnß (was ja ans der 
bloßen Existenz eines mdh^^^em bm S^^ noch keineswegs folgen würde). 

Wegen der Kono&rgenB der Doppelreilie gegen die Summe 8 lassen 
sich jeder positiven Zahl b zwei Zahlen m, n zuordnen, sodaß: 

(19) |ÄJ'''-i8f|<£ für: |*^w, v^n. 
also: 

und somit: 

(20) |5^''^|<|iSf| + c für: jtt^«», i/^w 

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreihe, so bleibt 
nach Voraussetzung die Summe jeder eineeinen, wieviele Glieder man auch 
summieren mag, nttmmscA unter emer endlichen Grenee. Dasselbe gilt 
also auch für diejenigen Summen, welche entstehen, wenn man die ent- 
sprechenden Glieder der ersten 2, 3, • •, n Zeilen addiert, sodaß man 
setzen kann: 

(21) \^t^\<9' far: ^-0,1,2, • • in »n/l, v < n, 

wo g' eme bestimmte positive Zahl bedeutet. 

Analog ergibt sich durch Betrachtang der ersten m Kolonnen: 

{22) I iSjJ"^ I < g" für: ^ < w, v - 0, 1, 2, • , in inf 

Bedeutet jetzt g eme Zahl, die von Iceiner der drei Zahlen | j8^ | + £> 

g\ g" Überstiegen wird, so bestehen alle drei Bedingungen (20), (21), (22) 

gleichgeiitg f sobald man jene drei Zahlen durch g ersetzt, d h. es ergibt 

sich schließhch: 

m %nf 

trnnf. 



(23) ■|5«i<. «r: {iZHl',: 



1) Sie kann also niemalfl eigentUch chvergteren, wohl aber ein «nmdliches 
Orerustnterväll besitzen (s. das Beispiel in Nr. A) 
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Nun werde gesetzt: 
(24) u,^ + «,^+ ..^iff^^w,, 

so hat man fttr v ^ 1 : 
W, - ««W + MiO) + . . . + mW, + M W^ + M,W - 5/) 

+ «ö^'^ + «!<*> + • • • + t*Ä + t«Ä + (fifÄ - 5,W ) 

+ MoW + «i<"J + - • + ««, +('SfÄ-Ä;i),) 
+ • • • • + 

oder, anders geordnet: 

(2ö) F, - 5 w + 5Ä+ . . • + -S,(''-»)+5oW~ (S w^4.ÄW,+ . . . +S,(*'^'i), 

Substituiert man hier der Reihe nach v — 1, 2, 3, • • •, «, so ergibt sich: 



TT, - 8W + S W, 4- • • + ÄoW - (5 W, + 5 W, + . . + 8,^-% 
und wenn man diese n Gleichungen zu der folgenden addiert: 

so resultiert, nach Hinzufügung des Faktors ^ : 

Hieraus folgt aber fOr n — ► 00, mit Berücksichtigung der Voraus- 

'SB 

Satzes, daß: 



Wenn nun ^^fOy hmvergieri und etwa: 


(28) ^'w,- lim TT,- TT 



Setzung: lim SJ' — Ä und des unmittelbar znvor bewiesenen Hilfs- 
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ist, so frird andererseits nach dem oben zitierten C au ohy sehen Satze 
Tom Gbrenzwerte eines arithmetisohen Mittels anoh: 

n 

(29) i^^.^w,-W, 

sodaß sich aus der Verbindung der Gleichungen (27) —(29) Bohliefilich 
ergibt: 

OB 

(30) 2'^--S. 



OD 

Wäre hingegen ^ w^ etgenütch dwergmt, also lim W^ — + oo bzw. 



— — oo, so müßte ebenfalls nach jenem Gauohyschen Satze: 

n 

lim —^ ' ^W^ — + oo bzw — — oo 

sein, was der Gleichung (27) widerspräche Daraus folgt mit Notwendig- 

keit, daß die Reihe ^^w^, faUs sie nicht hmvergiert, jedenfalls nur 
oseillieren kann o 

4. Um an einigen einfachen Beispielen zu zeigen, daß die leiden im 
vorigen Satze angedeuteten Möglichkeiten (nämlich außer der Konvergene 
der Diagonalenreihe ^to,. auch deren OseiXlieren) auch loirMich eintreten 
können, werde gesetzt: 

(31) «^''^-^ + v-^+r + l' 

CO 

wobei ^ v^ als (bedingt oder unbedingt) Tconvergent angenommen wird. 



Die 80 definierte Doppelreihe wird durch das Schema dargestellt: 

(t'o-<'i) +(«'i-<'t) +(«'>-*'«) +"- + (^-^+i) +• ■ 

(82)| + (v,-«,) +(«,-0 4-(Vi-VB) +--- + K+si-«'a*+») +• • 
+ 

und Tconvergiert offenbar gegen die Summe: ^v,. Denn man hat: 


m+ii+ »» «+»+1 



(38) Si"'-^?''.-^'''-^"''-^'' 



m+1 n+1 
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Die einzelnen Zeäen nnd Kolonnen sind gleichfalls konvergent nnd ihre 
Summen besitzen der Reihe nach die Werte Vq, Vi> fj, • • 
Andererseits ergibt sich, wie das Schema (32) zeigt: 

(34) iv^^iv 4-1) {v,-v,^,) 
nnd daher: 

«—1 

^w,-(t;o-t;,) + 2(t;,-i>,) + 3(t;,-t;,)+ . +w(v„_i-i;J 



»-1 

(35) ^^v^-n v^ 



00 

Diese Gleichung lehrt, daß y w^ dann und nur dann hmvergiert, 



wenn lim n i>„ eine 6es^M»mfe Zahl ist Letzteres ist aber wegen der 

11-^ CO 

OD 

vorausgesetzten Konvergenz von "^v^ nur m der Weise möglich, daß: 



(36) hm n • v, =- 

Denn eine Beziehung von der Form. limw-v„ — a wo|a|>0, würde 

n-^oo 

OD 

ja allemal die Dwe lene der Reihe ^^ v^ zur Folge haben. 



Hiernach ergibt sich also, daß in der Tat (Gl. (35) und (36)): 

«■ W OD 

(37) ^^w^-^>v, d h. •=^.'(^+,-«^+,+0 



UD 

wird, wenn ^ w^ JAberJiatvpt Tcowoergtert Und man hat, um Beispiele dieser 

OD 

Art zu gewinnen, v^ ledighch so zu wählen, daß^«^ hmvergiert und die 



Bedingung (36) befriedigt wird fz. B d = , } . . ^~ ^^ \ 

^ ^ * V ''* (i'+i)*' (''+2)ig(»-K2); 

OD 

Da femer — wegen der Konvergenz von ^ v^ — hm n • ü. auch 
mcÄ< =4-00 bzw. =» — 00 sein kano , so erkennt man zunächst aus 

CD 

Gl (36), daß^w^ in keinem Falle eigenüich dttergteren kann 
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Schließholi bleibt noch die eine Möglichkeit offen, daß lim n • v, 

und hm n v„ verachteden ansfallen. In diesem Falle oseOkert die Beihe 

OD 

^*w^t ^^^ ^ (3Ö) 26igt» iii <^öii Grenzen: 



OD OD 

(SS) ^>v^ — hmn v„ ufld: ^}v^ — hm n v^. 



!•->■«« 





(Beispiele. Man setze: 

Alsdann wird: 

lim n • fj^ — — 1 , lim « t;^ =- + 1 

n->oo M->ao 



und es ergeben sich somit: 

lg2-l und lg2 + l 

oo 

als die OsffiUationsgreneen der Reihe ^Wyt 



Setzt man dagegen: 

t;, = -^£-, also: uj;'^ ^ {-iy+- ( ^ ^ . + / \ 

so wird: 

hm» • t7„ = — oo, hm n • v„ — + oo, 

n->-oo n->M 

sodaß also die Beihe ^ m>^ hier m den Grenzen — oo und + c« oszdhert.) 



6. Es verdient ausdrückhch hervorgehoben zu werden, daß die bei 
der Formuherung des vorigen Satzes gemachte Einschränkung, wonach 
die Zeilen- und Kolonnenreihen entweder Iconvergieren oder endUche 
OseiUationsgreruien besitzen sollten, nicht etwa lediglich der Beweis- 
führung 0Üli^e eingefOhrt wurde: dieselbe bildet vielmehr eme wesent- 
liche Voraussetzung m dem Sinne, daß der Satz hinfällig werden hann, 
wenn jene Bedmgung nicht erfüllt ist 

Dies laßt sich m sehr einfacher Weise aus der folgenden Überlegung 

ersehen. Es sei: ^^>*u^^ — S irgendeine konvergente Doppelreihe, bei 
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der zum mmdesten die zwei ersten Zeilen konvergieren, für welche an£er- 

oe 

dem die Beziehung besteht: ^jw^ =» 8. 



Man bilde nnn aus dieser Doppelreihe eine neue, indem man die 
Glieder der ersten Zeile, also die m^*^ (^ — 0, 1, 2, • ), durch w^*' + v^^, 
die der eteeiien, also die u^\ durch uj^^ — v ersetet, wo die v (ft— 0, 1,2,'") 
nach Belieben zu wählende positive Zahlen bedeuten Man erhält auf 
diese Weise das folgende Schema: 

+ • 

+ 



(39) 



und erkennt unmittelbar, daß auch diese Boppel/re^he g^en die Summe S 
Jconvergieri 

Bezeichnet man sodann die Diagonalsummen des Schemas (39) mit 
«;/ (v — 0, 1, 2, • ■ .), so wird: 

[V-V^ + fo 

(40) < - «oW + V*-'^ 4- • + wÄ + (wÄ - t;,_i) + (mW + 1;,) 

' -«'»-v^-i + v, (v^|) 

und daher. 

n n 

(41) ^«'/-^«'r + Vn. 

, 

Werden nun die v^ so gewählt, daß lim w„ — « endlich und «on JVmK ver- 

«->00 

schieden ausfällt, so divergieren die beiden ersten Zeüen des Schemas (39), 
während zugleich aus Gl (41) sich ei^bt: 

so 

(42) ^^wJ^S + v, 



d. h. die Beihe der Diagonalen bleibt zwar Konvergent, ihre Sitmme ist 
aber verschiede von derjenigen der betreffenden Bqppdreike (Bei- 
spiel: v^ — 1.)- 



Nr 1. § 64. Absolut konvergente Doppelreiben. 469 

Nimmt man dagegen lim t7^ ■- + oo (z. B. v^ « v), bzw. wählt man 

B->es 

die ü, 80, daß hm v^ und hm v^ verschieden ausfallen (z. B. t>^«> 2 + (— 1)', 



»i->-oo R->eD 



fj,=-v(-^)*), SO lehrt GL (41), daß die Reihe ^w/ eigentlich divergiert 

bzw. osjsiüiert. o 

<» 

Die Beihe ^ te;/ verhört also m den betrachteten Fällen tatsäch- 
« 

lieh jene Eigenschaften, welohe ihr nach dem Satze von Nr. 3 zukommen, 
falls die Zeüen und Kolonnen konvergieren oder innerhalb endlich hleihen^ 
der Qreneen osBÜUeren, 



§ 64. A'bsolut konyergente Boppelreiheii. - Zusammenfallen yon 
absoluter und unliedingter Eonyergenz. — Bedingt konyergente 

Doppelreihen. 

OD 

1. Die jPQgpe?re»Ae^.» u^^ heißt absolut Tconvergentf wenn dieDoppd^ 



reihe der 1 w^*^ I honvergieH 

Um Tor allem nachzuweisen, daß eine in diesem Sinne absolut "kon- 
vergente Doppelreihe uiberhaupt konvergiert j werde gesetzt: 



<1) 






+ . . . . 

während 8^^ wiederum die entsprechende Summe der v,^^^ bezeichnen 
mag Da sodann allgemein: 

faUs sich die Summation bei beiden Summen über die nämhchen Werte 
Ton IL und v erstreckt, so hat man: 

und hieraas folgt unmittelbar, daß gleichzeitig mit hm B^^ stets 
auch hm 8^^ einen besiwimten Wert besitzt, sodaß also mit der Doppel- 
reihe der m^J"^ I stets auch diejenige der ujf^ konvergiert. 

Prififfilieini Vnrl nti» T « "■' 
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Unmittelbar aus dem BegnfPe der absoluten Konvergenz ergeben sicli 
die folgenden Sätze: 

Mne Jeonvergente Doppelreihe, welche negative (oder post- 
üve) Glieder nwtn endUcher MeaU enthält, ist aUemal absolut 
hmvergent — 

UnthdU eine absolut Jeonvergente Dqppdrethe sowohl po- 
sitive als negative OUeder in unbegrenzter AneaM, so büden 
sowohl die positiven als die negativen Gheder je eine (absolut) kon- 
vergente Doppelreihe 

Umgekehrt konvergiert eme Doppelreihe absolut, wenn so- 
wohl die positiven als die negativen Glieder je eine konvergente 
Doppelreihe büden. 
2. Die ähsoM konvergenten Doppelreihen zeigen ein ganz analoges 
Verhalten, wie konvergente Doppelreüien mit positiven Gliedern. Insbeson- 
dere gilt der Satz: 

Ist die Doppelreihe der u^^ absolut konvergent und 

(4) J.'<'-S, 



so konvergiert auch jede eineeine Zeile und Kolonne und die Beihe 
der ^Zeilen- bew. Kolonnensummen absolut und man hat auch: 

OB 00 

(P) 2 -S **M*^^ ■" ^ ^^ ^^ ZeOensummen) , 



(6) ^3 ^ u^^ — S (Heihe der Kolonnensummen). 



Ebenso konvergiert die Be^he der Diagonalen absolut und gwar 
auch dann noch, wenn man die emednen u^*^ als Gheder der 
Reihe auffaß Zugleich hat man • 

OD 

C^) 2 K^ + **i"'^ ^" • + "i!"^) " ^ (^^^^ ^ Diagonalen). 



Beweis Da nach Voraussetzung die Dqppdreihe der |m^*M kon^ 
vergiert, so konvergiert nach Satz (V) des § 62 (S. 459) in dem Schema 
der I u^^ I jede einzelne Zeüe und Kolonne, ebenso die JBetÄe der Zeilen-^ 
Tnd der Kdlonnensummen und die Beihe der Diagonalen. Mit anderen 
Worten: in dem Schema der uj"^ ist jede Zeüe und Kolonne, die Beihe 
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der Zeilen- und Kohnnensummen nud die Bethe der JDmgonälen absolut 
konvergent, übngens auch wenn man bei der letzteren durchweg die ein- 
zelnen u^' als die Reihenglieder auffaßt 

Es handelt sich also nur noch darum zu zeigen, daß die betreffenden 
Beihen sämtlich die Summe 8 besitzen. 

Für die Beute der Diagonalen (GL (7)) folgt dies aber schon un- 
mittelbar aus dem Satze m Nr. 3 des vorigen Paragraphen und fär die 
iterierten Reihen (5) und (6) aus dem Satze (IIa) des § 62 (S. 451), 
übngens auch mit Hilfe emes früher bewiesenen Satzes (§ 58, Nr 4, S 410), 
nach welchem (unter der hier gemachten Voraussetzung der absoluten 
Konvergenz) die Existenz der Gleichung (7) stets diejenige von (5) und 
(6) nach sich zieht. 

3. Der soeben bewiesene Satz läßt sich leicht in folgender Weise 
umkehren und erweitern* 

Von den vier Gleichungen: 



(8) 







gieht jede emeelne d%e drei anderen na^ sichf wenn die in 
der Voraussettfung auftretende Beihe bei VerioMSchung der ujj^^ mit 
ihren absoluten Beträgen konvergent bleibt 

Aus dieser letzteren Annahme folgt nämlich (entweder ohne weiteres 
oder nach dem Satze am Schlüsse von § 63, Nr. 1, S 461), daß die 
Dc^dreihe der 1 «^'^ 1 konvergent, also diejenige der u^' absolut konvergent 
ist. Hierauf ergibt sich aber aUes weitere aus dem Satze der vorigen 
Nummer 

In dem obigen Satze ist offenbar der früher bewiesene (§ 58, Nr. 4, 
S 411) sogenannte GoMchysdie Dojppelrethensate wiederum als Teil ent- 
halten. 

4 Eine konvergente Boppdreihe heißt unbedingt konvergent y wenn 
jede durch TJmordnung der Gheder daraus hervorgehende Doppelreihe 
gegen dieselbe Summe konvergiert, wie die ursprüngliche. Dabei betrachten 

OB 

Wir eine Doppelreihe ^m.w^*^ dann und nur dann als durch „ütnordnung*^ 



CO 

aus der Doppelreihe ^l,vu^*^ hervorgegangen, wenn jedem Gliede m^''^ in 
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anrkehrbar eindeutdger Weise ein ihm gleiches vy^ zugeordnet werden 
kann Es muß also jedes Glied, das in dem Schema: 

«oW «/•> wj,<°> • • • 
«qW «*iW «,(*) .... 

U^(^ U^W M,(*) 

an einer hesHmmten eMUichen Stdle ersoheini^ auch in dem Schema: 

v^W v/ö) v,(«» . . 
V*^ v^W t;,W . . . 
v^W t,j(«) t?,W 

einen ö^s^mm^ endlichen PkUe einnehmen und umgekehri. 
Es gilt nim zunächst der folgende Satz: 

Jede absolut konvergente Doppelreihe ist unbedingt 



Beweis. Es werde das allgememe Glied der ursprünglich vor- 
gelegten Doppelreihe wiederum mit ujpj ihre Summe mit 5 bezeichnet, 
während v^*^ das allgemeine G^lied einer durch Umordnung daraus her- 
vorgegangenen Doppelreihe vorstellen boU. Dann erkennt man zunächst, 
daß auch die Doppelreihe der v^^ Icowvergiert und zwar absolut. Denn 

OD 

jetzt man etwa: ^^i* 1 u^*^ 1 ■» ^7 so muß jede begremte Doppelsumme, 


welche aus Gliedern 1 v^^M gebildet wird, stets unterhilh E bleiben, sodafi 

OD OD 

Jso nach g 62, Satz (V) (S 459) ^.*|fj'^| Tconvergiert und ^>^vj^^ 



ibsolut Jecnvergiert. Bezeichnet man dann die Summe dieser letztjaren 
)oppelreihe mit T, so wird nach dem Satze von Nr. 2 (GL (7)): 



9) 







Jede dieser einfach-wiendlichen Bulben ist aber absolut konvergent, 
lieh wenn man die einzelnen Glieder u^^ bzw. v^^ als B^ihenglieder auf- 
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faßt Die etoeite stellt dami aber lediglich eine Umordntmg der ersten dar 
und somit ergibt siob: 

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist 

5. Um aach die Umkehrung dieses Satzes beweisen zu können» 
schicken wir die folgende Bemerkung Toraus. 

Eine einfac^unendliche Zahlenfolge: 

Wl, «2» «Ä» • • 
läßt sich nach § 39, Nr. 1 (S. 247) auf unendlioh viele Arten als ewetfach- 
unendliche Folge anordnen, am einfachsten etwa in folgender Weise: man 
teüe jene Folge m Gruppen, welche der Beihe nach 1, 3, ö, • • , 
(2 V -|- 1), ... Glieder enthalten, und ordne sodann jene Gruppen zu einem 
unhegrengt fortsetabaren guadrattschen Schema in folgender Weise*): 



(10) 



(1) 


^1 ^i ^9 




(2) 


«8 ->- *«8 «*8 




(3) 


Wß -► M« -> M, 


• «^y'+Jy-l 


(v + l) 


V+i-»' w^+«-> V+8-^ 


***'+» + l 



Bezeichnet man jetzt mit s^^^ die Summe aller derjenigen Glieder, 
welche den ersten v Zeilen und {i Kolonnen dieses Schemas angehören, 
so hat man speziell: 



(11) «i"'-^». 



1 



.(") 



Wenn nun lim s^' emen bestimmten Wert besitzt, so folgt daraus 

noch nicht das gleiche fOr Hm 8^\ d h. man kann daraus noch Tceinen 

Schluß auf die Konvergent dejjeaig&a'- Doppelreihe ziehen, welche durch 
das Schema (10) defimert wird 

Wenn df^egen lim s ^^ «» ± oo wird (oder wenn lim «^'' und hm sj^ 

n->M n->-ee n-^do 

verschieden ausfallen), so folgt m%t Sicherheit, daß Teein endlicher lim sj^^ 

»Il,l»->OQ 

existiert, und daß somit die I)(^opdreihe (10) unter Iceinen Umstanden hm- 
vergieren Jcann 



1) Vgl. den umgekehrten Prozeß § 89, (6a) (8. SM). 
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6. Mit Benützung dieser Bemerkung beweisen wir jetzt den Satz: 

00 

Jede unbedingt Jeonvergente Doppelreihe ^.»m^^"^ ist auch 
absolut hmvergent o 

Beweis. Zunächst folgt aus der Yoraussetzung der tmbedingten Kon- 
vergenz, daß niclit nur lim t*^*^ = (was nach § 62, S. 453, Gl (17) bei 

jeder Jconvergenten Doppelreilie der Fall ist), sondern auch* 
hm«j*^«0 für: a/ = 0, 1, 2,- , 
limM^'^-O für: ^»0,1,2, ••. 



(12) 



Um dies emzusehen, brauckt man nur die (y + !)*• Zeile bzw. 
(/t + 1)^ Kolonne mit der SauptdiagoncUe zu yertauschen (wobei das eine 
Glied wj*^ bzw. m^^ seinen Platz behält). Da die Konvergene der Doppel- 
reihe durch diese ümordnung nicht gestört worden soU; so müssen die 
Glieder der mmmehar%gen Sauptdiogoncde den Grenzwert besitzen, 
woraus die Richtigkeit der Gleichungen (12) tmmittelbar hervorgeht. • 

Nun schreibe man die Glieder der Doppelreihe ^»*tf^*'\ ohne eins 



zu übergehen, als einfach-tmendliche Beihe an. {z. B. indem man das 
Schema der u^^^ nach Bwgonalen ordnet). Bezeichnet man sie in dieser 
Anordnung mit: 

(13) «l> «8; «8^ • • ; <*r» • •; 

so ergibt sich zunächst aus (12) m Verbindung mit lim u^*^ — 0, daß: 

(14) hm M^ - 

»->oo 

sem muß 

Wird jetzt angenommen, daß die vorgelegte Doppelreihe nicht absolut 
konvergiert, also auch die aus den Zeilen der \u^^ gebildete üerierte 
Beihe mcht konvergiert, so ergibt sich unmittelbar aus dem Satze von § 46, 
Nr 3 (S. 312), daß auch die Beihe (13) nicht absolut konvergieren kann. 

Hieraus folgt aber, daß sich die Gheder (13) auf Grund des erw^t^ien 
Btemannschen Satees (§ 57, Nr 3, S. 406) in eine Anordnung: 

(15) ^u V»» »«» ; «»r» • • 

00 

von der Beschaffenheit bringen lassen, daß ^}v^ eigenUich divergtert (oder 
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in passender Weise ^) osgiUürt) Ordnet man jetzt die Glieder j^ nach dem 
m voriger Nnmmer gelelirten Ver&hren zu einem tmbegrenzt fortsetz- 
baren quadratischen Schema an, so stellt dieses eine bloße Umordnimg 
der ursprünglich vorgelegten Doppelreihe dar. Zugleich wird dorm 
hm s^"^ = ± 00 (bzw bm sf"^ und hm sj'^ verschieden), sodaß die üoppel- 

reihe in dieser neuen Anordnung divergieren würde 

Hieraus folgt aber, daß die ttn^>edmgte Konvergenz der Doppelreihe 
nur möglich ist, wenn dieselbe ahsöktt konvergiert. 

7 Nach den Sätzen m Nr 4 und 6 erweisen sich also schließlich 
alsolute und unbedingte Konvergene dem umfange nach als völlig 
gleichwertig. Insbesondere kann man dem Satze in Nr. 2 jetzt auch die 
folgende Form geben: 

Ist die Doppdreihe der uj^"^ unbedingt Iconvergent, so Tcon- 
vergiert audh jede Zeile und Kolonne, clesgleichm die am den 
Zeilen- hew. Kolonnensummen gebildete Beihe, und d%e Swntne 
der leteteren ist gleich der Summe der Doppdreihef d. h. man hat: 



(16) J.'<'-^^«r-^2'», 






Im Falle der unbedingten Konvergenz wird also die Trennung der 
Begriffe „Dojppelreihef* und „vterierte JRethef* entbehrlich, und hierdurch 
erscheint es bis zu einem gewissen Grade gerechtfertigt, wenn man eine 
unbedingt (absolut) konvergente iterterte Ileihe häufig ohne weiteres als 
konvergente Doppelreihe bezeichnet. 

8. Eine Doppelreihe, welche Jconvergiert, ohne absolut eu konver- 
gieren, ist nur bedingt konvergent: sie kann, wie der Beweis in Nr. 6 
zeigt, durch bloße JJmordnung der Qheder stets in eine divergente Doppel- 
reihe verwandelt werden. Zu den nur bedingt konvergenten Doppelreihen 
gehören z B. 60 ipso alle diejefligen konvergenten Doppelreihen, bei 
denen irgendeine Zeile oder Kolonne divergiert] femer die in § 63, Nr 4 
(S 467) betrachteten, bei denen die Beihe der Diagonalen (unetgenüich) 
dwergiert: denn bei einer unbedingt, also absolut konvergierenden Doppel- 
reihe ist ja die Reihe der Diagonalen stets konvergent (s. Nr. 2) 

Es verdient bemerkt zu werden, daß eine bedingt konvergierende 
Doppelreihe dieser Art schon dadurch dwergent werden kann, daß man 



1) D h 80, daB nicht gerade die Summen ^»t>, eine Jconvergente Folge 
bilden. ^ 
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Nr. 8. 



in die einzelneB Zeilen oder Kolonnen eine passende An?;^ fea NviUen 
einschaltet.^) 

Bedeutet nämlich: 



(17) 



»r+»i''+ 


•+»;•»+ 


+»r+ 


+«<"+».'"+ 


■■+«^'+- 


+ »<" + 


+• • • 


• • • 




+«.'"+<'+■ 


••+<'+■ 


+«,<"+ 


+• • 


. . . . 


• 


+»<"+<'+• 


••+<'+•• 


+ «r + 



».+ 



eine Jconvergente Doppelreihe, für welche ^to^ dtver^ierty falls wie- 
derum: 

(18) 



„(') + „('-« + 



+ »:«. + »r 



«>„ 



gesetzt wird, so forme man das Schema (17) in der Weise nm, daß mau 
jeder Zeile so viele Nullen als Anfangsglieder hinzufügt, als ihr (oberer) 
Inder angibt Alsdann entsteht das folgende Schema: 



(19) 



4- 



+«;> + 






+«r + 



+«,%+ 



+ -i- 



+<^ + 



^ + + + 
+ + + 

+ * • • 

(dessen Kolonnen offenbar aus den Gliedern je einer Diagonale des Sche- 
mas (17), im übrigen aus Nutten bestefien). Hier wird nun aber: 

(20) 8^^'^w^-\-w^-^'-' + w,y 

sodaB also die JDopp^&Ste (19) in der Tat divergieren muß, da ^ichi 
emmal ein bestimmter lim 8^*^ existieri 



1) Bei einer wibedmgt, also absolut konvergrierenden Doppelreihe erscheint 
dies -wiederum aasgesoblossen, da die Konoergenz einer Doppelreihe mit postiwm 
Gliedern Tmd lomit die absolute Konvergenz der vorgelegten Doppelreihe durch 
HinznfQgang behebig vieler Summanden nicht alteriert werden kann. 



Nr. 9. 
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9. Um noch einen anderen Typus von eventnell nur bedingt kon- 
vergierenden Doppelreihen anzuführen, werde gesetzt: 



(21) 



.W 



(-1) 



,jU+f 



,w 



wo die aj^ eine monotone ntemds zunehmende Folge positiver Zahlen be- 
deuten, welche anfier der Bedingung der Mow^onie: 

^ ^ /* ^ z'+p \tf-o,i,2, ..y 

noch der folgenden genügen: 

(23) 

anders geschrieben: 

Außerdem soll: 
(24) 



• W 



.w 



**/* + ! ^"/t */! + 



,(v+l) 
-1 ' 



,(-) 






sein — woraus dann vermöge der Monolxmie der a^**^ folgt, daß allgemem: 



(25) 



limaf^-0 (v-.0,l,2,. ) 
hmaW-0 (^-0,1,2,...) 
lim a^'^ n= 

/i,r->oo '^ 



Die fragliche Doppelreihe wird dann dargestellt durch das Schema: 
,W> +a» — +(-1)" 

-».<" + • + (-l)''-^'-<' + 



(26) 



a 



af + 



+«; 



(1) 



— a 



(«) 



,w 



/* + " «w 



+(-ir«r-(-ir-<^+(-ir-<— +(-i)''^^<^+ 



'+• • 

Um ihre Konvergene zu erweisen, betrachten wir zunächst einen Aus- 
druck von der Form: 



(27) 



— a 



(»•+1) 



— a 



w 






+ ... + (_l)C a 
_...4.(_l)?+^a('-*-« 



,("+1: 



+ 



i+(-ir-«r"^-(-ir-Ci''+- •+(-i)'^'-<r'i 
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Infolge der Bedingung (22) ist oflFentar die Summe der 1*^, 3*^, 
5^", . . . Zeüe dieses Schemas stets ^ 0. Ebenso folgt mit Hmzunahme 
der Bedingung (23), daß die Summe der (1*«^ + 2»»), der (3*«^ + 4*«°), • • • 
Zeüe ^ sein muß. Hieraus erketmt man sahließlich, daß: 



(28) <;:;'^o- 

Da aber: 




(29) A':;:;'-»r-«r«+ ••+(-!)' ■<!«■ 


ftf + Q 


so folgt mit Benützung von üngL (28): 




(80) <;':," ^<>-'»^„+ • + (-!)' 




und hieraus weiter: 





Bezeichnet man jetzt wieder mit SJi*^ die Summe aller derjenigen Glieder, 
welche den ersten (/* + 1) Zeilen und (v + 1) Kolonnen des Schemas (26) 
angehören, so hat man offenbar: 

also mit Benützung ron ÜngL (28): 

W l^^ + p -^^ |^^0,/i+? + •^^ + 1.^ + 9) 

und daher schließlich nach ÜngL (31): 

(84) iev-'Si"i^«."*"+<;.- 

Aus dieser Ungleichung folgt dann aber in der Tat die Konvergene 
der fraglichen Doppelreihe, da die rechte Seite infolge der Bedingung (24) 
ledighoh durch Wahl von (i und v (unabhängig ron q und tf) beliebig Mein 
gemacht werden kann. Dabei wird die betreffende Doppelreihe nur be- 
dingt konvergieren, wenn die a^'^ so gewählt werden, daß die Doppelreihe 

ea 

^^>*a^^ divergiert.^) 


Im übrigen erkennt man, daß auf Grund der Bedingungen (22) und 
(25) auch jede Zeüe bzw. Kolonne eine hmvergenie Eeihe bildet (als 
alternierende Beihe mit monotonenf gegen 2MI konvergierenden Gliedern). 
Mit Hmzunahme der Bedmgung (23) ergibt sich sodann in gleicher Weise 



1) Dies mnA z. B. btets der Fall seJn, wenn diß Bauptdiagonale des Sohe- 
maa (26), aleo ^* g^^ eine divergente Beihe bildet ^Beispiel: a^^^— ._■■, ) 



(36) 



Nr. 9 § 64. Bedingt konvergente Doppelreihen. 479 

die Konvergene der Zeüen- bzw. Kolonnenswnmen (die übrigene aaob aus 
§ 62, Nr. ö, S. 456, Satz II folgen würde). Es besteht somit auch die 
Beziehung: 

(35) ^„(_iy+'.„M__^(-iJ'-^(-ir »f 



-j(-irir(-i)'-<'- 



Dagegen braucht die Beihe der Diagonalen in diesem Falle nicht zn 
konvergieren: ihre Konvergen/s hängt von der weiteren Beschaffenheit 
der a^^ ab So entsteht z B. bei der m der Fußnote angeführten An- 
nahme: aj"^ — , , die konvergente DoppelreQie: 



1 


1 
2 


+ i 


_... + (_iy 


1 

2 


+ 1 


1 

4 


+ •• + (-!/ 


1 
8 


1 
4 


+ i 


- ■•• + (-!/ 



ft+1 
+1 1 



1 

^ + 8 



^ +• • • » 

fOr welche die Beihe der Diagonalen offenbar lautet: 

1-1 + 1-1 + -- .. 
und somit oseHUert. Man kann hieraus mit Sicherheit schließen, daß die 
Reihe der Diagonalen a forttori osnmieren muß, wenn die aj^' noch ober- 
halb — r-^-i — lieffen. und daß sie nur Jeonvergieren kann, wenn sie hin- 

länglich Meiner sind (z. B. so, daß die Absolutwerte der Diagonalsummen 
schließlich monoton gegen NuU konvergieren). 

Die Doppelreihe (36) besitzt übrigens die Summe -g-y ^^ ^^ ß^^" 

,. ^+»-+1 
fachsteu erkannt wird, wenn man zunächst setzt: aj^' — j;^j::^^T:^f wo \x\ <1, 

darauf nach Diagonalen summiert und zur Grenze a; — 1 übergeht: die 
Le^timität eines solchen Ghrenzüberganges kann fireilioh erst an späterer 
Stelle (in der Lehre von den sogenannten Potenzreihen) erwiesen werden 
Etwas umständlicher gestaltet sich die (infolge der erwiesenen Konter- 
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Nr. 1. 



gma der JDoppdreüie für deren Summation ausreichende) direkte Berech- 
nung von lim 8^'\ die indessen mit ausachheßhcher Benützung der bisher 

gewonnenen Hilfsmittel vollständig ausführbar ist (nämlich mit Hilfe der 
Beziehung < |f 1 - lg ^^±^ < ^^ - -^-^ : s. § 34, S. 207, 
Ungl. (5), (6)) 



n+l 



§ 65 Über eine besondere Anordnung konyergenter Doppelreihen 
mit konrergenten Zeilen nnd Kolonnen. 



1 Ist die Doppelreihe ^^»»'W^*^ ■= S absolut konvergent (in welchem 



Falle dann nach § 64, Nr. 2 (S. 470) auch alle Zeilen und Kolonnen^ 
sowie die Beihen der Zeilen- bzw. Eiolonnensummen konvergieren), so 
steht es zufolge des Satzes von § 64, Nr. 4 (S. 472) frei, die Summation 
in jeder behebigen Anordnung auszuführen, insbesondere also in der 
Weise, wie es m dem folgenden Schema angedeutet ist: 

+ 






(1) 



+ 



u,W 



+ 

+ 



+ 
+ 

+ 



-\-uW + 



+ 

+ 



+ 

+ 



+ v*^ + 



+ 

+ 



+ 



+ M (») + 



+ 

+ 



+ 



d h. so, daß man zuerst die erste Zeile und die erste Kolonne summiert, 
dann — mit Weglassung der bereits verbrauchten Glieder, also mit dem 
Diagonalgliede Uj« beginnend die zweite Zeile und zweite Kolonne, 
darauf mit m,W beginnend die dritte Zeile und dritte Kolonne tisf. Wenn 
man dann noch die an entsprechender Stelle stehenden Gheder dör 1*"^ 
2*", . ., (v + l)*« Kolonne und Zeüe paarweise zusammenfaßt (also 
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u^^ mit u^^\ u^^ mit u^^\ • • -, u^^ mit u^'\ - • föi: /t > v), sq mmmt 
die in (1) schematisoh ang^edeutete Anordnung die folgende Gestalt an: 

«r + K+ «D + ■ • + (».<" +<>) + • • 

(2) + 

+• , 

Bodaß sich durch Summation nach Kolonnen zunächst ergibt: 

(3) 8 - J«<" + J; („<-" + »« .) + ■ • + J i-^r" + <l,) + • 



und sehbeßlich: 

(4) s-i:'{«rH-J (»:"""+<;,)) 

1 

2 Es läßt sich zeigen, daß die vorstehende unter der Voraussetzung 
der absoluten Konvergenz hergeleitete Summationsanordnung für jede 
(wenn auch nur bedingt*)) hmvergente Doppelreihe mit Jconvergenien 
Zeilen und Kolonnen zulässig ist. 

Yereimgt man die Summe der ersten (n + 1) Zeilen und der ersten 
(n + 1) Kolonnen der Doppelreihe, bildet also: 



so smd hierin diejenigen GFheder gweimäl enthalten, welche sowohl den 
ersten (n + 1) Zeilen, als auch den ersten (n + 1) Kolonnen angehören, 
also diejenigen, deren Summe nach der von uns benützten Schreibweise 
(s. § 62, S 460, GL (3)) mit S!^'^ zu bezeichnen isi Werden diese öheder 
durch Subtraktion von S^^ aus dem Komplex (5) ^Mmal entfernt, so 
bleiben gerade diejenigen Glieder in einfacher Anzahl zurück, welche den 
ersten (» + 1) Winkelstreifen des Schemas (1) angehören, also diejenigen, 
welche m (2) bzw (4) zum Vorschein kommen, wenn man den Index v 
auf die Werte 0, 1, •, m beschränkt. Man findet also: 



1) Wie z. B die Reihe 86) des vorigen Paragraphen. 
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Bildet man den Grenzwert für n — ► oo und beaohtet, daß donn jeder der 
drei links stehenden Ausdrucke in S übergeht, so folgt: 

5-i?K"+J(»r"+<i.)). 

1 

d. h die Beziehung (4) behält in der Tat ihre Gültigkeit 

3 Als Beispiel für die Anwendung der Summationsformel (4) woUen 
wir die unter der Voraussetzung | a | < 1 absolut konvergente Doppel- 
reihe betrachten: 

00 

(6) S^^,ycif\ 

1 
ausführhcher geschrieben: 

5= Ä* +a» +a« +.-• + «" + 

+ a> 1 + a« « + a» ■ + • + «•'* + . • • • 

+ • ... 

+ a* 1 + a"« + a" * + • • + a* ^ -f • • • 

+ 

also, wenn man nach Zeilen summiert: 

1 

die sogenannte Lambert sehe Reihe, deren absolute Konvergenz für 
|tt| < 1, abgesehen von ihrer Herleitung aus der absolut konvergenten 
Doppelreihe (6), auch ohne weiteres aus dem umstände erkannt vnrd, 
daß ihre Glieder von den entsprechenden der für | a | < 1 absolut kon- 
vergierenden geometrischen Beihe J^ct* sich nur um den für v — >■ c» 
gegen 1 konvei^erenden Faktor y unterscheiden. 

Die Anwendung der Formel (4) auf die Doppelreihe (6) (also für: 
M^"^ = (/*, (ijV^l) gibt sodann: 

00 00 

1 1 

(8) =i?«-(l + 22«"')-J'^(l+T!^)' 
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also schließlich mit Benützung von Gl. (7): 

i 1 

eine TraasformEtionsformel, durch -welche die Lambertsche Reihe in 
eine sichÜioh sehr riel rascher konyergierende übergeführt wird 

g 66. Anwendiuig der Lehre Ton den Doppelreihen anf die 
HnliipIik»tion elnfkeh^nnendliolier Beihen. 

1. Sind 2^f,t 2% i'wei beliebige honrergeute Reihen und hat man: 

(1) 2""-^' S"'-'^- 



so ist die Dappeinihe: 



(2) 



+ Uot^j + «1»! + • • • + M^«i + 
+ 

' + 



stets konoerffmU und besitst die Summe U- V, sodaß also: 

M 

(8) 3.«,i.,-i7.r. 



Denn, settt man: 

% + «I + • • • + **^ - ^M 

«0 4- Ol + • • • + «y - "»^y 

und beMiohnei, analog wie in den bisherigen Betrachtungen, mit SJ^^ den 
mit dem Gliede u^», endigenden ^^rechteckigen'' Ausschnitt der Doppel- 
reihe (2), so ergibt sich: 

und daher: 

lim 5^'J -Hm IT • lim 7^ - «7- 7, 

womit die Eibhügkeit der Behauptung (8) erwiesen ist. 

Da femer, wie unmittelbar ersichtlich, auch die Zeilen und Kolonnen 
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daß auch die iterierien Reihen gegen den Wert ü" • F konrergieren, so- 
daß also: 

(4) irJ^Vv-irirv.-'^-^ 



Berücksichtigt man schließlich noch den Satz von § 65, Nr. S (S. 402) 
Über die Beziehung einer konyergenten J)<qßpdreih6 mit konvergenten 
Zeilen and Kolonnen zu der emfachenf aus den ffDioffonaim" gebildeten 
Reihe, so läßt sich das Gesamtergebnis der vorstehenden Betrachtung 

folgendermaßen zusammen£Eissen: 

•» 

Für das Froditkt ßweiet Jconverffenier Beihen^ u^" U Hnd 

oa fli 

^ v^'^V gut außer dm Banehungm: 



W MW M •• 



auch die folgende: 

00 

(6) U'V-^^yw^, wo: f<',-Mo^ + MitJ,_i+...H-M,_,rj+t*^t?o, 



falls diese Meiere JReihe Teonvergiert 

Im übrigen sei noch daran erinnert, daß das Produkt U- V (auch 
wenn die Konvergenz von JS^v »lolit besteht oder nicht nachweisbar 
ist) wie die Summe jeder Jeotwergenten Doppelreihe nach § 62, Nr. 2 
(S. 452) durch eine einfädle Reihe dargestellt werden kann, n&mlich 
diejenige, welche der örenzwertbildung lim S^*^ entspricht Man hat 
sonut in jedem Falle auch; '"*'•' 

w 

(6) ü F-^.«;/, wo: <-(Uo4-'+t*,.i)^+tt,^+(»o+-+t>^i)u„ 



(speziell: w^ — m^w^). 

Die Konvergene der Reihe ^to„ und somit die Gültigkeit der For- 
mel (5) erscheint ohne weiteres gesichert, wenn jede der beiden Reihen 
^u^, JS^v <^solut tonvergiert. Denn unter dieser Vorausaetrang ist 
offenbai- die DogpcZreihe (2) absoM konvergent, und daraus resultiert 
nach dem Satze von ft 64, Nr. 8 (8. ^Ti) «nmitf Ibar f?iA fJi «V//* Vnn. 
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vergenz^) der DiagondlenxeThe ^w^ (einscliließlicli ihrer Gleichwertig- 
keit mit der Summe der Dojapelieilie^) , also mit U-V) Im übrigen 
handelt es sich hierbei lediglich um denjenigen Fall, -welcher bereits m 
§ 58, Nr. 6 (S. 411) ohne Benützung des Begriffes der Doppebeihe er- 
ledigt wurde. 

2. Um das Gültigkeitsgebiet der Multiplikationsformel (5) auch auf 
solche Fälle auszudehnen, m denen die Reihen ^%, ^v^ nicht beide 
absolut konvergieren, beweisen \7vr zunächst den folgenden Hilfssatz: 

Smd (aj, (\) positive Zählenfolgen mit dem Ghrenewert Null, 
so hcU man' 

n 

0) lim^aA-.-O, 

uenn eine der folgenden zwei, (htnretchenden) Bedingungen er- 
füllt wif: 

1) Eine der leiden Beihen ^a^, ^&„, 0- B die erste tst 
Iconvergent. 

2) Es Icon/oer giert die Bethe ^äjb^j wo ä^ hzw 5, die größte 
der Zahlen (a^, a*+i, • •) ieto (6^, fe,.^i, ) ledeutet ') 



1) Dabei konvergieit nicht nja ^\to^\, d h 

sondern auch 

^(|«o^H-|«it?.-iH- +|w.«ol)- 

ao 

2) In Wahrheit -wird also für die Herleitung der Beziehung 17 F°- "^v «;» das 



oben gefundene Ergebnis, -wonach schon die Konvergenz von ^w^ die GHiltigkeit 
jener Beziehung nach sich zieht, hier gar nicht ientitet Überhaupt besitzt jenes 
Ergebnis im wesentlichen ein rein theoretisches Interesse, msofem es, abgesehen 
von gewissen ganz speziellen Fällen, wegen der verwickelten Beschaffenheit der 
Reihengheder Wy fast niemals möglich ist, die Eonvergent der Keihe ^tc, dtrekt 
(d h auch ohne Anwendung funkttoneniheorehscher Hilfsmittel) festzustellen. So 
erfolgt auch die Ausdehnung der Formel (6) auf den Fall, daß nur eme der beiden 
Beihen 5*«^, J^^v absolut konvergiert, oder auf gewisse Falle, m denen hetde 
nur bedingt konvergieren (s Nr 8, 4 des Textes), durch den direkten Nachweis 

n 

der Beziehung J7 F— hm^vviy, wobei dann also die Konvergens dieser Eeihe 

«-»■OB 

als (selbstverständliche) Folgerung erscheint, nicht aber ihre etwa anderweitig er- 
folgte Feststellung als Bewetsnuttel dient 

8) Da die Ov hxw bv schließlich gegen Null konvergieren, so gibt es unter 
den Zahlen (o^, a»+i, ) bzw. (6^, &„+i, ) immer höchstens eine endliche An- 
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Beweis zu 1) Bezeiolmet man mit m die größte in — enthaltene 
ganze Zahl, sodaß also: 

n — 2»» oder n = 2m -f- 1 , 
so hat man zunächst: 

n m n 

t m+1 

In der ersten der rechts stehenden Summen ist n — v'^n — m'^m, m 
der zweiten n — v'^0. Infolgedessen ergiht sich: 

« m n eo 00 

(9) 2 *''^«-* < ^'» '2 ^' + ^0 \S ^^ < ^^2' ""^ + ^0^ ^' 

in + l ni + 1 

(wo Sq bzw. ^„ die in der Bedmgung 2) angegebene Bedeutung haben, 
d. h. Sg bezeichnet die größte der Zahlen (^q; ^17 * )> ^m *^3 größte der 
Zahlen (&«,; 2i„^i, • • •))• Wegen lim J^ = und der Konvergenz der Beihe 

r-Vflo 

J^a^ läßt sich m^ so fixieren, daß gleichzeitig: 



eo 

und man findet daher, wenn noch ^»o^ =- J. gesetzt wird, aus Ungl. (9): 



'^raX^.<^(A + l,) für: »» = {g^ ^_ 1} ^ ^m«, 
also, da es freisteht, s unbegrenzt zu verkleinern, wie behauptet. 

n 

lim 5^a,6„_,-0 — 
Beweis zu 2). Anknüpfend an Gl (8) hat man zunächst für X;<m: 

mim 

(10) 2^aX-v -2<^X-r +2»A-v 

i + 1 

In der letzten Summe hat man wie oben: n — v^« — w^w, also um 



zahl, welche o^ bzw. \ erreicher oder übersteigen, darunter also eine größte 
Zahl Sy bzw \. Gleichzeitig mit der Beihe ^ä^Oy konvergiert offenbar stet« 
auch die Beihe ^a^by. Eonvergieren die a^ bzw. b, monoton (d. h also niemalB 
annehmend) gegen Null, bq iat die Beihe ^5, &„ keine andere als die Beihe ^a«6«,. 
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80 mehr: n — v ^ v (das Gleichheitszeichen gilt übrigens nur für v =» w, 
falls überdies n — 2m) und daher: 

(11) ^^«.«'n-v<^5Ä<^«,&. 

* + l Jl + 1 *+l 

Zu beliebig klöinem £ > ü laßt sich infolge der Voraussetzung 2) Ä so 
fixieren, daß: 

(^la) 2* ^»-^^v < f ; '^'^•''0 ^^^'1 /t < w um so mehr ^ «, &„_^ < « 

*+i *+i 

(letzteres ganz unabhiingig von der Wahl des m bzw. n). Ist jetzt k fixiert, 
so ist n~~K der niedrigste Index von b^_^ in dei ersten Summe der rechten 
Seite von Gl (10) und daher- 
k 

(13) ^^«v^-,<(/''+l)-öo 5„_t. 



Wegen lim h^ •« 0, als« auch lim S, — 0, läßt sich für n eine untere 
Schranke n' so fixieren, Uttß: 

(14) (,Ä-M).Äo5„_jfc<fi für: n>n', 

sodaß aicli aus Gl. (10) mit Benützung der Ungleichungen (12)-— (14) 
ergibt: 

^}<^^f^n-^ "*^ ^^; yreüTi gleichzeitig. 'M "~ 97. 

und somit: 

m 

(15) lira^^v^n-v-O 

Das analoge Ergebnis findet man für die zweite Summe der rechten 
Seite von Gl. (8), wenn man beachtet, daß die Voraussetzung 2) in bezug 
auf tty und h^ symmetrisch ist und daß die fragliche Summe durch Ver- 
tauschung von v mit n-^v die Umformung gestattet: 

« H -W- l 

(16) ^>a^h^^y^^a„_^\ (wo: n — m — 1— w-1 bzw -w) 

m + l 

Mithin ergibt sich schließlich, wie behauptet: 

n 

lim^aA-.-O. 
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3. Der erste Teil des eben bewiesenen Hüfssatzes setzt uns in den 
Stand, die Giftigkeit der Multiplikationsformel (6) unter der Voraussetzung 
zu beweisen, daß nur eine der beiden Reihen, etwa ^m,, äbsdlui kon- 
vergiert. 

Setzt man: 

fi 

(17) ^«;,-iy., 



so ergibt sich zunächst* 

^•- «O^O +«1»0 +• • + ««-1«0 + M««0 
-h 

+ Wo««-.i + ^xK-1 

(18) - «oF,4-iiiF,_i + ... + M,_iFi + w„Fo=2"^^— 



und daher: 

(19) U^r- TF„ -^w,(F- F._,), 



n 

(20) {ü.r-w.\^2'\«,\ \r-r,_,\. 



Da ^1 M, I nach Voraussetzung konvergiert und hm | F— F, | — 

ist, so ergibt sich durch Anwendung von Teil 1) des vorigen Hilfssatzes 

(fÖr:a,-|uJ, ft,-|F-FJ): 

lini|Z7.F-Trj-0, 
d. h. schließlich wieder: 

SB 

(5) IT'F» Hm F"„- 5'«^* 

Durch Zusammenfassung dieses ßesultats mit dem am Schlüsse von Nr 1 
ausgesprochenen ergibt sich also: 

Die MuUipWcaUonsformd (5) ist gülUg, wenn mindestens eine 
der 'beiden Heiken ^u^.. Sv^ absolut hmvergiert. 

4 Wenn die Reihen 2%i 2^v ^öide nur bedingt konvergieren, so 
müssen naturgemäß noch spezieUe Voraussetzungen hinzukommen, wenn 
die Reihe 2^y leonvergieren soU. Denn da bei einer bedingt konvergenten 
Reihe die absoluten Betrage der G^lieder mit wachsendem Indel behäng 
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l(mgsam gegen Null konvergieren können^), so liegt auf der Hand, daß 
die Glieder w, = Mo^»' + **i*'*-i + •" +M,fo i™^ aUgemeinen sogar nicht 
einmal den Grenzwert Null besitzen werden 

Wir wollen hier nur diejenigen Fälle naher ins Auge fassen, in 
welchen mindestens eme der beiden Reihen zu emer cibsolid konvergenten 
wird, wenn man je zwei unmittelbar aufeinander folgende Gheder zu 
einem einzigen vereinigt (wie z B. bei jeder konvergenten alternierenden 
Beihe) und beweisen zunächst den folgenden Satz: 

Wenn die Beihe ^ (^gy + ^ay+i) absolut Jconvergteri, wah- 



re/nd ^u^, ^v^ nttr bedingt m Iconvergteren hrcmchen, so %st für 
die Ghdtigkent der Midkplikattonsfonnel (5) notwendig und hin- 
reichend, daß eins der folgenden zwei Bedwigungspacare besteht: 

m m — 1 

(21a) hm ^Wjv^'am-sr = l^m ^«sv+i*'a«.-av-i = 0; 

oder. 

m 01 

(21b) hm ^U^r+l^im-U - ^^ y}^,^im-iv+l ==0-0 

Beweis. Nach GL (19) hat man für w — 2*w: 



also durch Trennung der Glieder mit geradem und ungeradem Index: 

m-l 

(22) üs,„-F-Tra„-^.{w,,(^-n«-a,) + «.,+i(T^-'f^2«»-2v-i)} 

und, wenn man m der ersten Gliedergruppe 

1) Vgl. § 59, Nr. 8 (S 416). 

2) Anders ausgeBprochen* Die füi die Konvergenz von ^w^ noiwendtge Be- 
dingung lmi«>„B=iO Ißt Bchon erfüllt, wenn Bie für gerades oder ungerades n in 

n->oe 

der Weise besteht, daß jeder der beiden Bestcmdteüe von to^ 

(so weit fortzasetzen, bis die Summe von selbst abbricht) eiruseln gegen NaU kon- 
vergiert, imd diese Bedingung ist dann zugleich auch für die Konvergenz von JS*«?» 
htnretchend 
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setzt. 

m-1 

(28) u,^ y-w,^^^v{v,,+u,,^,){y-v,^_,,_,) 

n> 



anders geschrieben: 

(24) W,^^U,^_,-Y-S^ + w',^, 

wo: 

m-l 

(26) Ä„-^(ts, + «„+i)(F-F,„_(,,^,,), 


tn 



Da .S'IWir + War+il konvergiert und lim | F— F,y^.i| — 0, so folgt 

»-►oo 

aus dem ersten Teil des Hilfssatzes von Nr. 2, daß: 

Iim|Ä„|^hm^|M,,+ W5^^.i|. |7-F,„._(,,+i)| -0, 



und man findet daher aus Gl. (24): 

(27) EmTF,„».?7F+n^<„ 

>n>>oo ni->eo 

als diejenige Beziehung, welche über die Konvergenz oder Divergenz von 
TTj^ für m — >- oo Auskunfb gibt. Insbesondere folgt daraus, daß domn 
tmd nur dann 

lim TFs„ - UV 

m->-«o 

wird, mit anderen Worten, daß die bei einem G-liede mit geradem Index 
abgebrochene Eeihe ^w^ nach dem "Werte UV konvergiert, wenn: 

m 

(28) Hm m;;„ - lim ^Mj, «,„_,, - 
ist Da andererseits: 

so ergibt sich weiter als notwendige und hiwei(^iende Bedingung dafür, 
daß auch 

OD 

L'm TFjn^i - UV (also schließlich: yiw^ - UV) 



N^* * § 8«' Multiplikation einfach-unendlioher Reihen. 491 

wird, die BezieliUTig: 

lim «;,„ « 0, 

welche mit Rücksicht auf die bereits bestehende Beziehung (28) auch 
durch die folgende ersetzt werden kann: 

limCtüj^-iö^J-O, 

d h. 

fli-i 
(29) Hm^«;;;«0, wenn gesetzt wird: <„ =^«,,+1 «,„_,, _i 



Damit ist zunächst die Behauptung, soweit sie sich auf die mit (21a) 
bezeichneten Gleichungen bezieht, bewiesen. 

Um dieses Ergebnis auch auf die Gleichungen (21b) auszudehnen, 
hat man nur zu beachten, daß wegen der Konvergenz von ^| «,^ -|- m,^ . ^ \ 
der erste Teil des Hilfssatzes von Nr 2 ohne weiteres die Beziehungen 
liefert: 



hm ^(t«», + w,,+i)«s„_8, - 0, 

m 





welche, wenn nach Analogie von Gl. (26), (29) noch gesetzt wird^): 

m m 



sich auch folgendermaßen schreiben lassen: 

( lim(w,'„ + <„+i) = 0, 

(31) I ""*'* 

Daraus folgt aber, daß gleichzeitig mit den Bezieuongen (28), (29) stets 
anch die folgenden (oben mit (21b) bezeichneten) bestehen: 

(32) limM;,'„^.,-0, hmiv^^^.^O 

und umgekehrt. Die letzteren sind also unter der gemachten Yoraus- 



1) YgL die vorige Fußnote 
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Setzung gleichfalls notwendig und hinreichend für die Gültigkeit der 

00 

Beziehung TJY ==^jw^ 



Zusatz. Setzt man |t«y| = ay, |Vy[»=&y, so ergibt sich aus dem 
zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr 2, daß die Bedingungen (21a) bzw. 
(21b) sicher erföUt sind, wenn die a. a. mit ^äjb^ bezeichnete Reihe 
konvergiert Die Konvergene der letzteren bildet also zusammen mit der- 
jenigen "von ^|«j, + «8^+1 1 eine hinreichende Bedingung für die Gültig- 
keit der Multiplikationsfonnel (5). 

5. Einfachere Formen von notwendigen und hinreichenden £on- 
rergenzbedingungen ergeben sich, wenn man eine der beiden Beihen 
^w^, ■S'p,. noch weiteren Emschränkungen unterwirft. Insbesondere gut 
der folgende Satz: 

do 

Ist außer der Beihe 2^(Mavi"**ar+i) ^^^ ^^^^ ^^ f^^~ 
genden' o 

eo 00 00 

l)2(wai.+i+MÄ,+2), 2) ^(^a.+i + Vjv+s); 3) ^(Vs^ + Vj^+J 



absolut Jconvergent, so ist die für die Konvergene der Beihe ^w^ 
(und die CHdiigkevt der MulivplikaümsformeL) notwendige Be- 
dingung 

hm ■«?„««- 

n->-oo 

auch hinreichend, und awar sogar schon, wenn ihre Bxt^tems 
im FaUe 1) nw fwr gerade oder rmr für ungerade n, im Falle 2) 
fw gerade n, im Falle 3) für ungerade n vorausgesetgt wird 

Beweis. Die erste der genannten Zusatzbedingungen laßt sich 
mit der ursprünglichen Voraussetzung der absoluten Konvergenz von 

» oe 

^ («av + w,^^ J dahin vereinigen, daß die Reihe^ I w», + m,,+i | als kon- 

w 

vergent vorausgesetzt wird Und da andererseits ?7=- ^m^ m die Form 
gesetzt werden kann: o 

00 

(33) ?7-i-«„ + i-^(»,+«,^J, 



so konvergiert also U in dieser letzteren Gestalt ahsolui. Setzt man also 
zur Abkürzung: 

(34) y(m, + M,+i) - «,+1 (v - 0, 1, 2, . . .) und speziell: \u^ - ü^ , 
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so ergibt Bioh nach Nr 3 zunächst: 

00 

(36) ZJF — ^iü^, wo: «^, = Mo«» + *^<'v-i + '** + ^»'^o- 



Man hat nun insbesondere: 

(36a) m;jj « ö^, Vo - Y ^o% - Y^« 

nnd für V ^ 1 : 

M?,«|woV^+^(Mo + Wi)t;,_i-l-Y(Mi+M,)v,_j + --- + -|(t*,_i+U,)üo 

(36b) -i(«;,_, + «;,) 
und daher: 

nun 

(37) ^.Ä^»l.«,^ + i.2,(«^^_^4.^^)=.2«'.-Y«'«- 

10 

Infolgedessen ergibt sich: 

00 « 

(38) 2 «;, -hm (^r w, -hY^n)- ÜV 

" 

mit Bücksiokt auf Gl. (35) d(mn und nw dann, wenn: 

(39) hm «;„ = 



n+oo 



Da im übrigen wegen der von vornherein bestehenden Konvergenz 
von 2w^ (s. GL (36)) stets: 

lim w^ = , also nach (36 b): hm (w„_i + w;J — , 

R->ea «l->ao 

SO folgt, daß jede der Beziehungen: 

(40) limw;,„-0, lim m;j„+i = 

die andere nach sich zieht und daß es daher, wie behauptet wurde, m 
der Tat genügt, eine dieser beiden Bedmgungen als bestehend voraus- 
zusetzen, um daraus die Existenz der Gleichung (89) und damit die Kon- 
vergenz der Reihe ^w^ zu folgern. — . 

Wir betrachten jetzt eweitens die Annahme, daß außer 5? (*<« »- + **! v +i) 
«» 

die Reihe ^ (<^ay+i + ^gy+a) o^sohtt konvergiert Nach dem Satze der 



vorigen Nummer (s. Gl (28), (29)) ist die Konvergenz von ^w^ gesichert^ 
falls die Beziehung besteht: 

(41) lim M>i„ - hm <„ - , 

m-^eo m->os 
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wo: 

m m — 1 



Man hat nnii: 

m-i. 



m—1 





m-l 



-2«Sv+l(«'Sm-Jy-l + «,„_jy) + M8««'o- 



Ersetzt man in der zweiten Summe v durch m — v — 1 und benützt für 
die linke Seite die Beziehung «'^m + Wm "" ^''sn»» ^** ergibt sich: 

m-l 



O " \ TB — i 

m-l 



Da die beiden Summen infolge der Konvergenz von ^\ M^y + «ly+i |; 
JS\Vir+i'^hv+s\ ^^^ dem ersten Teile des Hilfssatzes von Nr 2 (wo- 
bei \ einmal durch, v^^^.^, das andere Mal durch u^^^.! zu ersetzen ist) 
fdr m — >- oo gegen NiUl konvergieren, so findet man: 
(48) lim («;,„ - 2wi'J - lim (2«;;„ - «;, J - 

und dai'aus folgt, dafi die Beziehung: 
(44) Um«;,„-0 

als (notwendig und) hinreichend ftlr das gleichzeitige Yerschwinden 
von limw;^ und Um «;,"„, also nach Gl. (21a) bzw. (28), (29) für die 

Konvergenz von ^to^ erscheint. 

Im Falle 8) findet man analog nut Gl (42) die Beziehung: 

m 
- 2(t*S* + Wfy+l)«'«« + l-Jr 



--^ (*''«. ^^^It+lK 



m+l-lr; 
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und da wiederum nach dem ersten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 diese 
beiden Summen für m — ► oo gegen Nutt konvergieren, so folgt: 

(46) lim (w,«+i - 2«;;„^.i) - lim {2wi^^^-w,„^{) - 0, 

also mit Berücksichtigung von Öl. (21b) bzw. (32) schheßlich- 

(47) limM;,„^.i-0 

bIb (notwendige und) hinreichende Bedingung für die Konvergenz von ^w^ 
•Damit ist der ausgesprochene Satz vollständig bewiesen 
Zusatz Sme hinreichende Bedingung wesentlich cmderer Art ge- 
winnt man unter der Voraussetzung, daß die Reihen ^|Msy-|-Mji,^i| und 
-Sl^ir+i -^ **ii'+«l' *^° auch JS*!«,-!-!*,^!! konvergieren (Fall 1) des 
vorigen Satzes), in folgender Weise. Man hat* 

n n 



Durch Anwendung der ÄbeUchen Transformation (s. § 69, S 416, Gl. (16)), 
nämlich: 

n I«-» 

^Py^n ."^'(P* P.+l)(ff« + 2n-l+"' + 2„-,)+i>«Ön+2n-l + - + äfo), 



ergibt sich also: 

R-l 
W 






N-1 



Wird auf die erste Summe eine analoge Schlußweise angewendet 
wie beim Beweise au 1) des Hilfssatzes zu Nr. 2, wobei man 

a, durch K + u,+i,, ^_, durch |t»„_,-v«+i-. + - • + (-l)'''«'J, 
also «peaiell: h^ durch |v.lzu ersetzen hat, so ergibt sich mit Rücksicht 
auf die Konvergenz von ^l«,-l-«,+il, wenn noch vorausgesetzt wird, 

daß auch die Reihe 2(- 1)"^ Iconvergiert (mithin 



stets unter einer endlichen Schranke bleibt und für i/ ^ - und hinläng- 
lich große n beliebig klein wird): 

lim m;_ — , 



«•♦■«0 
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und somit nacli dem Torigen Satze die Konvergenz der Reihe ^w^^ Man. 
findet also: 

Konvergiert außer ^u^, 2% <*w^ ^*ö Be:Qis ^(m^ + w^+i L 
so %st das Hinzukommen der Konvergene von 2(^— l)*!?, (oAiders 

ausgesprochen: der Konvergenz von 2'0%y oder 2^iv+i) ^*^ ^***" 
reichende Bedingung für die Ghdttglceii der MuUvplikationsformd 

6 Die Yoranssetznngen von Fall 1) des Hauptsatzes der rorigen 
Nummer sind offenbar erfQllt, wenn gesetzt wird: 

wo »v ^ <»,+i > und lim a^ — 0, wenn also 2% eine oiUemierende 

Eeilie mit numerisoh monoton gegen Null konvergierenden Gliedern. Ist 
alsdann ^% eine Reihe derselben Art, etwa: 

«v-C-l)"». (»"-0,1,2, ..), 
so ergibt sich zunächst: 



sodaß nach dem Satze der vorigen Nummer die Bedingung: 

n 

(48) -hmyiaX-.-^ 



als notwendig und hinreichend füf die Gültigkeit der Multiplikations- 
formel (5) erscheint. Dieselbe laßt sich übrigens durch zwei Bedmgungen 
einfacherer Art ersetzen Man hat zunächst: 

Andererseits ist: 



(50) <^-^a, + a« J/^, 



imd man findet daher, da nach GL (46) die Beziehung km Wj^^^ — för 
die Eonversrenz von ^w^ schon hinreicht: 



il->oe 
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Für die ÄnwendbwJeeU der MidiipWccaionsformel (5) auf 

B» tu 

die leiden cUtermerenden Beihen ^(— l)**a^, ^(—1)* 6 



mtt mmerisch monoton gegen Ntdl konvergierenden Gliedern tst 
notwendig wid hvnreidiend, daß: 

(51) lim6,.^a, =-lima,-]^6, -0. 

«•>» ^^ n->o» ^^ 

Da ferner: 

n 
(52) 



>^'%K, 



tind andererseits nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr 2 (S 485) 
die Konvergene der Reihe ^a^h^ stets die Beziehnng (48) nach sich zieht, 
so ergibt sich weiter: 

Ftlr die AMwendbarJceit der MuH^likattonsfarmel auf d%e 
Beihen 2{- 1)" a„ ^(— 1)" • \ hildet die JBeeiehung. 
(53) lim n • ah- -= 






eme notwendige, die Konvergene der JReihe ^a^h^ eine hin- 
reichende Bedingung.^) 

Hieraus folgt z. B , daß fflr die B«ihen 

1 1 

die Produktformel konvergiert oder divergiert, je nachdem p -{- g,>l 
oder p + 2 ^ 1; da im ersteren Falle die Reihe ^ -y;^ konvergiert*), 
im letzteren hm n • „ . . =>- 1 oder — 00 wird. 



1) DiBB wüxde sich auch 0ohon atu dem Znaatze zn Nz 4 (B 498) mit Be- 
xückaiohtigmig der Sohlußbemeikmig von Fußn 1, 8. 486, ergeben 

2) Speziell ergibt nch also (vgl § 69, S 414, Gl (9)) 

00 OD 



wo. 



498 AbBchnitt H. Kap. IV. Unendliche Doppelreiben. Ni. 6 

Übrigens läßt sich jede der obigen der Form naob gänzlich verschie- 
deneu zwei Bedingungen auch, so umgestalten, daß sie der Form der 
anderen möglichst nahe kommt (wobei allerdings, wie leicht zu sehen, 
jede der betreffenden Bedingungen etwas an Tragweite verliert) 

Erstens ergibt sich, wenn man die als notwendige Bedingung erkannte 
Gleichung (53) in die (1 + ())*• Potenz (p > 0) erhebt, daß auch die Be- 
ziehung : 

limwi+f(o„&Ji+<'-0 

eme notwendige Bedingung liefert, und da diese letzjbere nach § 60, Nr 1 
(S. 336) immer die Konvergenz der Reihe ^(a^&J*"*"? nach sich xieht, 
so kann man sagen, es bilde 

die Konvergenz von JS^vK *i^ö hinreichende, 
„ „ „ JSiaM^"^^ (für jedes p > 0) eine not- 

wendtge Bedingung 

(sc. für die Gültigkeit der Multiplikationsformel). Da es hierbei freisteht, 
(>>0 beliebig zu verkleinern, so zeigt diese Formulierung, daß dit* Kon- 
vergena von ^a^h^ sozusagen „naJiejsu'' als notwendige Bedingung er- 
scheint. 

Zweitens ist ja die hinreichende Bedingung der Konvergenz von 
^a^hy sicher erfüllt, wenn die a^h^ einem der bekannten Konvergenz- 
kriterien erster Art genügen, nämlich (s. § 60, S. 836, Formel (C)) : 

(54) limni+<? a„&„<oo bzw *) limiA(n)-(lg4n)<'.a„6„<oo (p>Oj, 



n->ao 



sodaß also diese Bedingungen gleichfalls als hinreichende zu gelten 
haben und die Vergleichung mit der als notwendig erkannten Be- 



^ _2 VJ 1 

1 



1) Dabei ist: 
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dingong (53): 



lim n aj>^ = 



zeigt, daß diese letztere gewissermaßen mcht sehr weit daron entfernt ist, 
eine hinreichende zu sein. 

7. Die Vergleichung der notwendigen Bedingung (53) mit den hin- 
reichenden von der Form (54) legt die Frage nahe, welche Rolle in dem 
Torliegenden Zusammenhange die Grenzwerte von der Form lim nlgn a„\ 

bzw ]xDiL^\n) aj)^ spielen Wir wissen bereits, daß das Verschmnden 

dieser Grenzwerte (im Gegensatz zu demjenigen von lim » • »„&„) Äeme 

notwendige Bedingung für die Konvergene der Eeihe ^a^l^ (mit Tnono- 
tonen Ghedeml) büdet, aber doch nur in dem Sinne, daß jene Grenzwerte 
auch bei monotoner Ahnahme der Beihenglieder nicht m existieren brauchen 
(a § 63, Nr. 4, S. 369), daß aber, wenn jene Grenzwerte nicht existieren, 
jedenfcdls das Yerschwmden der entsprechenden unteren Limites für die 
Konvergeng durchaus unentbehrlich ist (s. § 47, S 319, Fußn. 1) Da- 
gegen hat die Beschaffenheit jener Grenzwerte bzw unteren Limites auf 
die Konvergenz bzw Divergenz der Produktreihe J^tü^ m dem vor- 
liegenden Falle überhaupt Iceinen inaßgebenden Einfluß Es gilt nämlich 
der folgende Satz^): 

Bedeutä (JfJ eine mtt v hehehig langsam ins Unendltdie 
wachsende Zählenfolge, so bildet die Beziehung * 

lim nM^ aj>^ »= oder auch nur: hm «Jlf„ a^h^ — 



n->-oo 



hetne notwendige Bedingung für die Konvergenz der aus 

2{— 1)' • «»7 2{— 1)" • &r gebildeten Brodukbreihe ^w^. Viel- 
mehr "kann d%e letztere hmvergierenf selbst wenn. 



hm nM^ • aj)^ =■ c» 



ist Andererseiis lüdet eine Beziehung von der Form: 
hmL,^(n)-a„\'-'0 

Mocfe heute hinreichende Bedingung fwr die Konvergenz von ^w^, 
wie groß auch h angenommen werden möge 

Beweis Wir bezeichnen mit (»»J, (mj) zwei mit v monoton ins 
Unendhche Wachsende Zahlenfolgen, deren nähere Charakterisierung wir 

1) Man vergleiche damit den Satz (TT) des § 68 (S. 869) 
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uns noch Yorbehalten und setzen: 

dann läßt sich zunächst zeigen, daß die Reihe ^w^ auf Orund der Be- 
dingungen (51) sidier konvergtert. Man hat namhch: 

Da aber (s. § 51, S 849, GL (32) für (> = y) : 
so folgt" 

n 

hmfe„-^a, = 0, 
und ganz analog: 

n 



n->oo 



sodaß die Bedingungen für die Konvergene von ^«/^ in der Tat erfüllt 
Bind. Zugleich hat man: 



nM-ah ^' 



■« ''«"« m„w„' 



Wählt man also w^, w/ m der Weise, daß ?»„ »nj~ Jf^ (z B m^-= Jf ? 
<--^r'"^' wo 0<(><1) oder w„ «Jlf, (z.B. «»,= Jf/, <=IlgM*)' 
so ward hm «Jlf„ a,&^ von JTmK verschieden bzw sogar «nenä^ic/i t/ro/S 

Damit ist also der erste Teil des ausgesprochenen Satzes erledigt 
Um auch die Richtigkeit des zweiten zu beweisen, setze man. 



1 7. 1 



(für v^jM, wo j» so zu wählen ist, daß Ig^+iW positiv ausfällt), so- 
daß also 

hm L,{n) • a^ =■ lim v-^ - 
Andererseits hat man: 
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Da aber (s. § 51, S 348, Schluß von Nr 4): 

n 

und daher: 

n 

»»-»■flO ■^■" 

m 

Bo folgt mit Rücksicht auf die Konvergenzbedingmig (Öl), daß die Reihe 
^w^ dwergxert. 

8. Es verdient hervorgehoben zu werden, daß die Konvergenz der Rei^ie 
^a^\f d h. 2\u^v^\, welche auf Grund des Zusatzes zu Nr 4 (S. 482) 
bei monoton^) gegen Null konvergierenden |it,j, |v^| unter den in Nr. 4 — 6 
behandelten Voraussetzungen eine hinret(^iende Bedingung fOr die Gültig- 
keit der Multiplikationsformel bildet und in dem besonderen Falle der 
(dtermermden Reihen „näheeu'* als notwendig erscheint (s Nr. 6, S 498), 
im allgemeinen den letzteren Charakter Jceineswegs besitzt. Dies leuchtet 
unmittelbar ein, wenn man beachtet, daß ja aus der Konvergenz jener 
Reihe mcht nur das Verschwinden von 

n 

h.m.\wj = \im\ ^u^v„_^ 

«-♦•00 H->00 I "^^ 

sondern sogar dasjemge von 

n n 

lim^a,6„_,-lim y}\u,v^_,\ 

resultiert und daß (abgesehen von dem hier nicht m Betracht kommen- 
den Stalle aus gleichbezeichneten Gliedern bestehender, also absolut kon- 
vergenter Reihen) nur gerade im FaUe der alternierenden Reihen 

n n 



wird. Im übrigen laßt das folgende Beispiel erkennen, wie weit die frag- 
liche hinreichende Bedingung davon entfernt ist, eine notwend^fe zu sein. 
Versteht man wieder unter (a^), (6J positive, monoton gegen Null kon- 
vergierende Zahlenfolgen und setzt wie früher* 

Wv - (- IV^v } dagegen: «j^ — (— 1)" • 6» », > «'jr+i - (— 1)" ' ^«r+i » 



1) Sind die |tfv| « a^, |vy| » &, nicht monoton, so hätte man die Reihe 
^Urbv in dem vorliegenden Znaammenhonge durch ^ö^ö, (b den Zniatz zu 
Nr. 4, S 492) zu ersetEen 
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SO hat man: 

ee «0 



Da aber die Reihen ^ (— 1)^- h^ ^ und ^ (— 1)" h^^^i einzeln konrer- 



gieren, so gilt das gleiche auch von ihrer Differenz, also von der Reihe: 

00 00 CO 



und da außerdem auch ^u^ die Eigenschaft besitzt, daß ^|M,,.4-tt«ty+i | 
und ^|tf,y^j + W|y+| I konvergieren, so sind die Bedingungen des letzten 
Satzes Ton Nr. 5 (S 496) sämtlich erfüllt, womit die Konvergenz der 
Böihe ^w^ gesichert ist Andererseits steht es aber offenbar frei, die 
a,, h^ tehebig langsam gegen NuU konvergieren zu lassen und so eine 
beliebig starke Divergene der Reihe ^a,&, zu erzeugen, ohne dadurch die 
Konvergent der Reihe JS^v ^^ bee],nträchtigen. 



§ 67. Konrergenz- und DlTergenzkriteiien fttr Doppelrelheii 
mit nlcht-negatlTen Gliedern. 

1. Nach dem in § 64 gewonnenen Hauptresultat (s a. a. 0. Nr 4 und 6, 
S. 472, 474) erfordert die Feststellung der unbedingten Konvergenz einer be- 
liebigen Doppelreihe lediglich die Beurteilung der Kontergene oder J^wer- 
gene einer ausschließlich aus Gliedern a/,"^ > bestehenden Doppelreihe. 
Als naturgemäßes Hilfsmittel zur Erreichung dieses Zwecks bietet sich, 
analog wie bei den einfachen Reihen, die Yergleichung der a^^ mit den 
entsprechenden Gliedern einer bereits als konvergent oder ditergent er- 
kannten Doppelreihe Dabei ergeben sich m bezug auf die Ausführung 
dieser Operation noei Möglichkeiten, je nachdem man darauf ausgeht, 
ganz direkt die Konvergenz oder Ihvergene der Doj^elreike cUa solcher 
oder aber diejenige der aus ihr durch Anordnung der Glieder nach Dia- 
gonalen hervorgehenden einfachen Reihe zu erschließen (deren Konver- 
genz oder Divergenz ja mit derjenigen der JDo|)peZreihe zusammenfällt — 
s. § 63, Nr. 1). Obschon die gtoeite dieser Möglichkeiten namenthch in 
bezug auf die Bildung von Konvergengkritenen sich als die vorteilhaftere 
erweist, so wollen wir doch, gerade um dies deutlich zu machen, zunächst 
auch die erste kurz erörtern. 
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Bezeichnet man wieder mit 8J*^ die Summe desjenigen endlichen Aub- 
schnittos der Doppelreihe, welcher begrenzt wird von der (]»+ 1)**" Kolonne 
und (v+ 1)*" Zeile, so erkennt man zunächst, daß die S^"^ infolge der Voraus- 
Setzung a^"' ^ eine numotone Doppelfolge bilden Daraus folgt aber, 
daß eine Doppelreihe der betrachteten Art nur Iconvergieren oder eigent- 
lich divergieren kann und daß insbesondere die Konvergene gesichert ist, 
wenn nur festgestellt werden kann, daß die 5^'^ stets unter einer festen 
positiven Schnuake bleiben Das letztere ist aber offenbar der FaU, wenn 
eine Beziehung von der Form besteht: 

(1) a"><G.c"> für: ("i»'. "-0,1,2, 
^' " ^ " 1"^«, »«-0,1,2, .., 

unter c^^ das allgemeine Glied emer bereits als konvergent erkannten 
Doppelreihe, unter irgendeine positive Zahl, unter m, n zwei natür- 
liche Zahlen verstanden Denn bezeichnet man mit sj^^ die Summe der- 
jenigen Glieder cl^\ welche den in der Summe äJ*' enthaltenen ent- 
sprechen, und setzt Um 8^' -« a, so folgt aus (1): 

(2) S^'> ^ sr + ff W''-»i") < Si" + ö(.-.i-') 

Hieraus geht aber auf Grund der oben gemachten Bemerkung her- 
vor, daß aus dem Bestehen der Beziehung (1) allemal die Konvergene 
der Doppelreihe resultiert. 

Setzt man c^*^ — .^v, so lEßt sich die Bedingung (1) durch die fol- 
gende erseteen: 

(8) c^".<'^ff «. {:>:; ;:5;;j;:.; 

und diese letztere kann man in die folgenden drei Teilbedingungen 
zerlegen: 

(a) C^'^'al'^^Q für: ii>m,v^n, 

(4) (b) öj:^'a';^^Q „ ^^m, v>n, 

, (c) C^;^-a^;^^Q „ /*>w, v>n 

Da ferner die Ungleichung (8) und folglich auch die drei Ungleichungen (4) 
sicher MrflUIt bleiben, wenn man die Zahlen in, n sukzessive durch zwei 
immer größer werdende, etwa in'>tn, n'>n ersetzt, so ziehen dieselben 



504 Abschnitt n. £ap IV Unendhohe Doppelreihen Nr 1. 

(a) b^Ci*^aj''^<oo für: v- 0,1,2,..., 

(b) n^CJ''^-aj''^<cx) für ft-0,1,2,..., 

(c) n^O;"^ aj''^<oo 



(5) 



ft,V- 



Diese letzteren erscheinen daher vorläufig nur als noiwendtge Be- 
dingungen für das Bestehen der üngleiohnngen (4) bzw. (3). umgekehrt 
folgt nun aber zunächst aus Ungl (5o), daß der betreffende Doppellimes 
eine bestimmte positive Zahl g sein muß und daß daher (vgL § 41, S. 261, 
UngL (7)), weim g' "> g angenommen wird. 

(6o) C^"^ • a^'^ < g etwa für: ii>m, v>n 

Ferner ergibt sich aus üngl (5a), (ob), daß gesetzt werden kann* 

(6a) Gj:^ ' aj:^ ^g^"^ für: ^ > m, a; - 0, 1, • ,w, 

(6b) üi^> a!:^^g^ „ t;>n, ^-0,1, 



i« /* 



w, 



wo g^*\ g^^ gewisse positive (mit v bzw. [i im allgemeinen veränderliche) 
Zahlen bedeuten. Diese drei Ungleichungen gehen aber sohheßhch in 
die mit (4) bezeichneten über, wenn man — was offenbar freisteht — 
g% g^% g^ durch eme einzige Zahl G ersetzt, welche die größte der 
Zahlen /, ^'') (v-=0, 1, -. , w), g^ (/*-0, 1, • , m) vorstellt 

Hiernach erweisen sich die Bedingungen (5) auch als hmreichend 

far die Konvergene der Doppelreihe ^fi,*a^*\ Dabei ziehen offenbar die 



Bedingungen (6 a) bzw (6 b) nur die Konvergenz jeder einzelnen Zeüe 
bzw Kolonne nach sich, während dann unter der ausdrücklichen Voraus- 
setzung, daß jede Zeile und jede Kolonne konvergiert, die Bedmgung (5 c) 
erst die Konvergenz der Dojjopelreihe zur Folge hat. Insbesondere ist also 
zu beachten, daß auch keine eineige der m (5 a) bzw. (5 b) enthaltenen 
unbegrenzten Folge von Bedingungen enü^rhch ist, da schon die Diver- 
genz einer einzelnen Z&A^ oder Kt^ßfime auch die Bwergem der Bqppd- ' 

reQie nach sich ziehen Und daher die Wirkung aller übrigen Bedingungen 
illusorisch machen würde. I 

Dagegen kann unter einer bestimmten Voraussetzung die Bedm- 
gung (6 c) entbehrt werden, wenn nämlich die Beziehungen (6 a), (6b) m 
dem Sinne glev^wmßig^) erfüllt smd, daß an die Stelle der Üngleichun- ' 



1) BezUglioh dieser Ansdiudke-weiBe vgl § 4S, Nr. 8, S. 276 
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gen (6a), (6b) die folgenden treten* 

P) I W ö«.af ^(? für: [,^m, ».-0,1,2,.. , 

I (b) C^;^-af^Q für: v>,n, ^-0,1,2, .., 

mit anderen Worten, wenn die in (6 a) und (6 b) mit ^*), g bezeichneten 
Zahlen anch fOr 7/ = 0,1, 2, •• und ^-=0,1,2,.- m infmitum eine 6e- 
sHmmte obere Ghrenze O haben (was ja ohne ausdrückliche Voraussetzung 
bzw ohne das Hinzutreten der Bedingung (Öo) nicht der Fall zu sem 
brauchte) In der Tat sind ja dann die Bedmgnngen mit den ursprüng- 
lichen Konvergenzbedingangen (3) voUkonunen identisch 

2. Eine einfachere Fassung des Konvergenzkriteriums ergibt sich, 
wie bereits oben angekündigt wurde, wenn man die zu untersuchende 
Doppelreihe und dem entsprechend auch die Vergleichsdoppelreihe von 
vornherein nach Diagonalen geordnet als einfache Reihen, also m der 
Form: 

jK' + ar" + - +af) bzw. J(<=« + cr«+ +0«; 



in Betraclit zieM Dabei tritt also irgendem bestimmtes G^Hed a ' 
bzw cj^' m derjenigen Gliedergruppe auf, welche durch den Index 
A = /i + v bestimmt wird. Und es erscheint daher für die Konvergene 
jener aus den a^ gebildeten emfachen Reihe (also auch für diejenige der 
ursprünglichen Doppelreihe) hmreichend, wenn nur von einer bestimmten 
Gliedergruppe ab, etwa für /i-f-v^Z: 

(8) o« + af -^' + . . + «f <, G (.« + o<'-« + . • . + of ) , 
und diese letztere Bedingung ist sicher erfüllt, wenn* 

(9) <^^ö^ c;!"^ für: iL-^v^l, 
anders geschrieben: 

(10) C^"^ a^;;^^G für: ft + r^Z, 

unter (r wiederum eine beliebige positive Zahl verstanden Diese Be- 
dingung laßt sich aber schließhch auch durch die folgende ersetzen: 

(la) h^0^f> «i'^<~, 

sodaB also an die Stelle der früheren drei Bedingungsformen (5) jetzt 
eme eineige tritt. Dabei sei ausdrücHich bemerkt, daß der hier auf- 
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tretende obere lames kern oberer DoppelUmes (s. § 4:1, Nr. 2, S 261), 
sondern der obere Limes der emfach nnendliclien Zahlenfolge: 

Oo^'^a,m^ CJo(»)aoW, Cf^WoiW, .- , 0,^')a,^'\ C,^^-')a,i''^\ . -, 

ist. 

Die nämliche Sohlnßweise würde bei Yergleiohung von a^^ mit dem 
allgemeinen Gbede einer bereits als divergent erkannten Doppelreihe 

'^r "■ ;^ *^® Beziehung: 

(11) " limi)<^> al'^>0 

als htnreicSiende Bedingung für die Divergene der voi^elegten Doppel- 
reihe ergeben, unterwirft man indessen die zum Vergleiche heran- 
gezogene Doppelreihe ^d^^ der gewissermaßen selbstverständlichen Be- 

fl,V 

dingung, daß ihre Dweargme nicht lediglich durch diejemge irgendemer 
oder mehrerer Zeüm oder Koloimen erzeugt werden soU, also durch 
deren Weglassung beseitigt werden könnte, daß vielmehr die Doppel- 
reihe 2^u ^^^ iiaoh Weglassung jeder beliebigen endlichen AtithIiI 

von Zeilen und Kolonnen stets dwerg&ifdi bleiben soll (während im G-egen- 
teil kerne einzige Zeile oder Kolonne zu divergieren braucht), so erscheint 
offenbar die Divergent von ^o^"^ gesichert, wenn nur von einer be- 

stimmten Stelle ab, etwa für fi^tn, v ^ w, eine Beziehung von dar 
Form besteht: 

(12) <^^^ <^ (wo:^>0), 
anders geschrieben: 

(18) I>W «W^^ fttr: ft^m, v^n, 

oder auch schließlich: 

(Ib) limD;^> a^^^>0, 

eine Bedingung, die offenbar weniger verlangt, als die durch UngL (11) 
dargestellte.^) 

1) Die Ungleichung (11) enthlilt ja, wie ans der Bedeutong des Aua- 
druoka hmD^^ aj^^ leicht erkannt wiid, noch die beiden folgenden Bedingungen 

m sich* 

lmD/;^-a^")>0 (»;-0,l,2, .). 

i^-Di'* a/;)>0 (^-0,1,2, ). 
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3 Um die mr die Kriterienbildung erforderlichen C^'^ D^"^ zu ge- 
winnen, dürfte das folgende Verfahren sich als besonders einfach empfehlen. 
Ks sei Cx>0 bzw d^ > das allgemeine Glied einer hmvergenten bzw. 
divergenten einfach unendlichen Reihe. Dann ist auch ron den beiden 
Reihen : 

(14) ''+2''V «i. ^o+2-i'^'^- 

i + 1 
wegen Um . — 1, die erstere honvergent, die letztere dw&tqmt Setzt 

man aodann: 

(16) !'■"'"''•■ "'""'"8»= «r-jqrvV.- 

BD findet mtm. 

Da dieie Summen die (j» -f- v)**" Diagonalen der Doppelreihen ^ö^'^ bzw. 

^cü^"' bilden, lo folgt, wenn |* + v — A gesetzt wird, durch Summa- 
tion, daß: 

S' c - '. + J' ! ' ■ ".. J^'-^r - -»o H-J'-t - • <«- 

»10 1 

daß alio in der Tat die Doppelreihe der c//^ Icotwergiert, diejenige der d^"^ 
divergiert. Zugleich erkennt man, daß aas der Doppelreihe der <f )"' bei 
Weglaasung von n Zeilen und n Kolonnen die folgende entsteht: 

X , 1 , 1 , 



•l»+i 



welche nach Diagonalen gummiert das Beanltat ^?~3rT^»ii+;i liefert, 



K «f n In -?;- 
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Nr. A 



1 1 

Setzt man dann wiedernm: c^ — -^, ä^ «=» -^j so ergeben sioli durch 

EinBetzen der Ausdrücke (15) in die allgememen Konvergenz- nnd Diver- 
genzkriterien (la) und (Ib) die folgenden apeeiäleren'. 

m 

Die Doppelreihe ^^iral*^ ist 



(Ha) konvergent, wenn: lim (ft4- v) • G . • a^^ < oo , 

(IIb) dwergentf wenn: Hm (^ -|- v) • D a ^""^ > 

Wählt man wie bei der Bildung der De Morgan-Bonnetschen 
Eriterienskala (§ 60, Nr. 1, S. 336) für die C^, I>, der Reihe jnach die 
Ausdrücke: 

C/,"i/i+?, v.(lgv)i+9, V lgl'•(lg«v)'+^ • ((»>0), 
D, — V, v-lgv, vlgvlgjv, ., 

so ergeben sich also als hinreicbende Bedingungen für die Kowo&rgeng 

von 2o'a^ die Beziehungen: 

(9>0) 



ft* 



(16a) 



f lim(^-l-v)''+?.a;;^^<oo 

i^(/* + v)' . (lg(^ + v))'-'? . <") < oo 

E(^-hv)" • ig(ft+v) • ag2(i^+^))'"'* • o>t^ < <» 



desgleichen für die JDivergenis: 

]im(/i4-v)'.lg(^ + v) a^:^>0 



(16b) 



/<,y^oo 



hm (/*-!- v)' . lg (jit + i/) • lg8(fA + v) • af > 



4 Einen anderen für die Bildung von Zbnt'6r^e»;9bedingungen zweck- 
mkßigen Typus von Vergleichsdoppelreihen gewinnt man durch die Be- 
merkung, daß das Quadrat jeder konvergenten einfachen Beilie nach den 
Eegeln über die Multiplikation zweier konvergenter Reihen (s § 66, Nr. 1, 
S 484) aucb durch eme konvergente Doppelreihe dargestellt werden 
kann, nämlich: 

eo eo 
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Da ftloo eine Doppelreihe von dieser Korm Btets konvergiert, so k&nn 
man letien: 

•odaB »K\i au» dem aUgemcine» Konvergenzkriterium (la) wiederum das 
folgende ipexitjUere ergibt: 

mu Um r r.*^ . a*'* < 00 : Konvergenz. 

Die enUprechendi' Verwendung von divergenten Doppelreihen von 
der Form JSj'c • «'r (<«i«*" «»^ ^'rf^ <) erweist eich als gänzlicii unzweck- 

mäßig, da 'durrh diejenigen Kriterien, die man auf diesem Wege ge- 
winnen wörd^, tthurhauiJt nur aolchti Doppelreihen getroJBfen werden 
könnten, bei wi It-hen ulk' /fi/m oder (bzw und) Kolonnen^ zum min- 
dest^'n von einer lu-ntimmten ab, Uivertneren, wahrend doch der für 
Doppelreihen äN »olche chürnUm'^tuirhr Fall von Divergene gar nicht 
auf der Divergi «/. irg« ndi'iner y*eil« oder Kolonne beruht, vielmehr bei 
gleichwjitiger K(mvtr*ims »Her '/filen und Kolonnen zum Vorschein 
kommt. — 

Wählt man m Mx\ olng^n A'onmijfnfknterium (111) etwa: 

'•. -(v+ lV"v (wo p>0), 
flo ergibt «ich ale hinreirhende Ikdmgung für die Kmvergeng von ^a^" 
die folgende: 
(17) hmt*^ f l)(v + lj**'' r/;;'<oü (p>0) 



/..v " 



Jj t t »«i 



und daran anurhlu'ürnd nach Bedarf wiederum eine Skala aukzessivo 
»chitra-r wt-rdi-ndt-r Kriti-rien durch die Wahl C?,-/.*(v+w)(lgfc(v+w))* 
(Jl - I, *J, :i, • •; I wobei die mit m bezeichnete Zahl so anzunehmen ist, 
daß Igjtm j»o«itiv ttuefillU} 

Dabm kann man dorn Kritt-rium (17) noch dje etwas einfachere 
Form geben: 
(18) l.m(Mvr*-ar<« il^>^K ^>^)^ 



;i ♦■l'->»« 



wenu m«ti noch ».«drückhch rorau.Mtet, daß «e Atifangraeile und 

-kolonne «.a Va'"'. H.h .li. Reihen ^^a™ Jla«" tom.«-ffi«-e«. 

Ee verdient bemerkt z« werden, daß das Konvergenzkriterium (18) 
._-. ..-,^p ,„ Tr «w«?t*» bflflitrt, als das ihm entsprechende (d. n. 
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gleichfalls auf der Wahl 0, — v^+? beruhende) Anfangsknterium der 
Skala (16a) Mau findet zunächst: 



> 



(lu^u.-^)y^) 



1 , xl + -^- 



(19) >i(H ' 

Bechert also o^ fflr irgendein bestimmtes (> > auf das Anfangs- 
kriterium der Skala (16a), so ergibt sich das gleiche in bezug auf das 
Kriterium (18), sofern man daselbst p durch -|- ersetzt 

Andererseits ergibt sich: 

Ist sodann Q <.! und wird eine positiye Zahl G heliebig groß vor- 
geschrieben, so hat man jedenfalls: 



wenn scbon: 






4^^<? oder 4^^ ff, 
wenn also zwischen ^ tmd v eine der beiden Beziehungen besteht: 

f*^G^^-e. vi-9 oder; v ^ (^^-^ • ft^-P, 

was offenbar für unendlich viele Wertepaare (ft, v) der FaU ist. Infolge- 
dessen ergibt sich aber aus TJngL (20), daß: 

(21) h^ (i+^-oo (^>0,t;>0;0<p<l), 

und die Yergleichung dieser Beziehung mit den Kriterien (16 a) zeigt, 

1) Man hat für jedes <s 



O'+^rjl 



also, wenn die Kombination ^»«yaaO aosgescbloslen wird 
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daß nicht nur das Anfangskriterium, sondern so^sar die ganze Skala ver- 
sagen kann, auch wenn das Kritenum (18) eme Entscheidung liefert 
Diese« Versagen der ganzen Skala (16 a) tritt offenbar insbesondere stets 
dann ein, wenn gleichzeitig mit (18) für jedes noch so kleine q>0 die 
Beuehung besteht: 

/« + *•-»■• '^ 

6. Em anderes (namentlioh für die Theorie der Potenzreihen mit 
awei Verlnderhchen) nützliches Spezialkritenum ergibt sich, wenn in 
(JngL (IZI) gesetzt wird. 

(5*2) C^-O C;-«"', also: 0^'^ - «-<"^*>, wo:0<a<l. 
Man findet dann xunäohst, daß die Doppelreihe ^a^'^ Jeonverffieri, wenn 

anders getohrieben: 

(23) «')"*' ^'«- 
und diette Bedingung ist erfüllt, wenn: 

(IV») lim W'V + ''<«, d.h. <1. 

Da andererseits die JHvergenM der Doppelreihe ^ajj*^ schon feststeht, 
wenn nur überhaupt für unendlich wsle Glieder a^* die Beziehung besteht: 

also am so mehr^ wenn; 

(ivb) lim (a^;y*'>i, 

so ei^ibt iioh durch Zusammenfassung dieses DivergenzkrlteriumB mit 
dem KonTUfTgenckriterium (IV a) dasjenige dM^vMw^ DoffpelkrUeriumf 
welches das Analogen xu dem Cauohyschen Fundamentalkriterium erster 
Art für «mfach unendhche Reihen (§ 60, S. B42/8, Ungl. (5 a), (6b)) bildet 
6. Als Beispiel für die Anwendung der gewonnenen Kriterien wollen 
wir die (ffir die Zahlentheorie und die Theorie der elliptischen Funktionen 
wichtige) Doppelreihe mit dem allgemeinen GUede: 

( ,1-0,1,2,..., t/-.0,l,2,..., 

(24) a*'*— „ , mit Ausnahme der Kombination 

' (.^.+ »,, + «r I ^_,.o (aUo! ».O-O) 

behandeln. Dab<»i sei die „quadratische Form" a,t* + 2&,uv + cv' eine 
soflcinannte t)otUive Form in ^, v fmit neffoHvtr Determinanie oder Dts- 
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Teriminante &' — ac), d. h die Zahlen a, t, c soUen den folgenden Be- 
dingungen genügen: 

(25) a>0, c>0, i^—ac^ — A<0 
(während l im übrigen beliebig, erentueU nuch =0 sein kann) 

Infolge der Identität: 

(26) »^-((a^ + H'+Ai;«} 

fällt dieser Ansdrack (abgesehen von der ja bereits ausgeschlossenen 
Eombination [i'^v^O) stets wesenUtch positiv aus, sodaß die fraghche 
Doppelreihe aus lauter wohl definierten positiven Ghedem besteht, wenn 
unter tf eine beliebige reelle Zahl verstanden wird. Es handelt sich 
dann darum, zu entscheiden, für welche Werte tf die betreffende Reihe 
konvergiert bzw. divergiert. 

Bedeutet J. eine positive Zahl, die von keiner der drei Zahlen a, |&(; ^ 
übertroffen wird, so hat man: 

a(i^ + 2b{iv + cv' ^ Ä(fi + v)', 
mithin: 

f" -\a) (/* + »')»'' 
und daher: 

(27) fr + .')'• ar^(x)°(c + '')"'-°>. 

sodaß sich aus dem Anfangskriterium der Skala (16 b) die Divergenn der 
vorgelegten Doppelreihe ergibt, falls <T ^ 1 

Andererseits besteht neben Q-1 (26) die folgende analog gebildete: 

(28) a^«+2&^v-|- cv»«=.i-{(&^ + cv)« + Am"} 
Aus (2Q) und (28) folgt sodanir: 

a(aft* + 2h^v -f- ci/*) ^ Av' 

c{aii? + 2hiLv + cv") ^ A/i' 
und daher: 

(29) a^«4.2&^v + cv8^^A_ (|[i» + v«) 



Nun ist: 
also: 
und daher 



^B _ 2^v + V« - Ctt-«0*^ 0; 
/t* -h V* ^ 2ft«/ 
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sodaß die üngleioliimg (29) dnroli die folgende ersetzt werden kann: 
(30) a^» + 2liiv + cv' ^ 2^ . ((L + vf 

Somit ergibt sich schließboh: 

und: 

(32) (. + .)-' a«^(l(^)'.^^^^^, 

also, mit Büoksiolit auf das erste Eonvergenzkntenum der Skala (16a): 

(33) lim Ot + a;)«+^.ftW<(X), 

wenn 2(j — 2-(»^0, tf^l + -|-,dh. schließlich tf > 1 ^ 

Hiernach ist die fraghche Doppelreihe hmvergent für tf > 1, ävoer- 
gent f ür tf ^ 1 

Dieses Resultat laßt sich noch in folgender Weise yervollständigen. 
Da über das Vorzeichen von h keinerlei besondere Yoranssetzmig ge- 
macht wurde, so ist auch die Doppelreihe mit dem aUgememen Gliede: 

(v) 1 

konvergent für tf > 1, divergent für tf ^ 1. 



1) Will man statt des AnfangskriteriimiB (16 a) das Enteriuin (18) amrenden, 
Bo findet man ans Gl. (26) nnd (28). 



— a 



nnd hieians tili /t^l, v^l 

<. (-Y - 






^(a) 'h'"' 



also auch« 

Hierans erkennt man, daß die Doppelreihe nach AuBBohluß von ftnaO, y»aO 
d h. der ersten Kolonne und ersten Zeile konvergiert, wenn ^^ — ^ , ^ —^ kon- 
vergieren, also für (r|>l — em Ergebnis, an welchem dnroh naohtrftgliche Hm- 
znfQgnng der ersten Kolonne bzw Zeile nichts geändert wird, da diese, wie un- 
mittelbar zu sehen, dann gleichfalls konvergieren 
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Da ferner: 

aii^ + nfiv + cv^ - a. (-;*)« + 26. (-/i)(-v) + c (-v)» 

80 erkennt man, daß die Doppelreihe: 



2-' 



(a/t*+26ftv-i-c»")" 



(wo der Akzent an dem Snnunenzeiölien die Weglassimg der Eombma- 
tion /i» t; — ausdrücken soll) umgeändert bleibt, wenn man den beiden 
Indizes [i, v die Werte 0, — 1, —2, ••• (statt 0, 1, 2, •••) beilegt, daß 
sie dagegen m die Doppelreibe: 



2- 



übergebt, wenn man dem emen dar beiden Indizes /t, v die Werte 0,-1, 
— 2, • • , dem andern die Werte 0, 1, 2, • • beilegt 

Daraus ergibt sieb aber, daß auch die Doppelreibe: 

(wobei also die Summation so zu yersteben ist, daß jowobl für ii, als 
für V alle Zahlen 0, ±1, ±2, • • mit einzigem Ausschluß der Kombi- 
nation /* — V — zu setzen sind) für tf > 1 hmvergiert, für 6 <,! 
divergiert. 
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Leinwand geb M. 3 60. - II. Teil Mit 67 Figuren im TexL pC a. 225 S.) 1913 Steif geh. M. 6.40, in 
Leinwand geb M. 6 — 
XII.Die Theorie der Wechselströme Von Professor Dr. E Or II oh, Mitglied der physikalisch -tech- 
nischen Reichsanslall zu Charlottenbnrg. Mit 37 Figuren |IV n 94 S ] r912 Steif geh. M 2 40, In 
Leinwand geb M 2 80. 
XIU. Theorie der elliptischen Funktionen. Von Dr. Martin Krause unter Mitwirkung von Dr. 
Emil Naetsch, Professoren an der Technischen Hochschule zu Dresden Mil 25 Figuren [VII u. 
186 S I 1912 SteU geh. M. 3 60, in Leinwand geb M. 4.- 

XIV. Konforme Abbildung Von weil Oberlehrer Leo Lewent. Herausg von Prof Eugen Jahnke. 
Mit einem Beitrag von Dr Wilh. Blaschke, Professor an der Universität Leipzig Mit 40 Abbildungen. 
[VI n 118 S ] 1912. Steif geh. M 2 80, in Leinw geb. M. 3.20. 

XV. Die mathematischen Instrumente. Von Professor Dr, A Galle in Potsdam. Mit 86 Abbildungen. 
[VI u 187 S ] 1912 Steif geh M. 4 40, in Leinw. geb. M. 4 80 

XVI. Dispersion und Absorption des Lichtes i'n ruhenden isotropen Kflrpern. Theorie und 
ihre Folgerungen Von Dr D. A Goldhammer, Professor an der Universität Kasan. Mit 28 Figuren. 
[VI u 144 S ] gr 6. 1912. Steif geh M 3 60, in Ljiinw geb. M. 4 — 

(VII. Elemente der technischen Hydromechanik. Von Dr. R v. Mises, Professoc an der Universität 

Straßbnrg i E. 2 Teile. I. Teil Mit 72 Plgaren [VIII u, 212 S ] 8. 1914. Steif geh. M 5 40 

in Leinwand geb M. 6 — . II. Teil in Vorbereitung. 
VIII. Graphische Methoden, Von Dr C. Runge, Professor an der Universität GöUingen, Mit 94 Figuren 

im Text [IV u. 142 S I 1915. Geh M. 4 40, In Leinwand geb. M 6 - 
XUC. Leitfaden zum graphischen Rechnen Von Dr. R. Mehmke, Professor an der Technischen 

Hochschule zu Stullgarr. [Unter der Presse ] 

Weitere Bande in Vorbereitung. 
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Die elliptisch. Funktionen u. ihre Anwendungen 

Von Dr. R. Fricke 

Pxofbuor an der Teolm. HooluohTile lu Bnnnwdiwslff 

In 3 Teilen, gr 8. 
I. Teil: Die funktlonentlieoretisclien und analytischen Grundlagen 

Mit 88 m den Text gedruckten Fig [Xn.600S] 1916. Geh «^22.— , mLeinw gebJ6 2i — 

Das Werk beabsichtigt, eine abgerundete Gesamtdaxstellnng der Theorie der elliptiBchen 
Ftinktionen und ihrer Anwendungen zu geben Die Katar des Gegenstandes bedingt eine 
Dreiteilung, so daß die Darstellung in drei je für sich stehenden Bänden mäßigen üm- 
fonges dargeboten werden solL — Der vorliegende erste Band entwickelt nach einer Ein- 
leitung, die die erforderlichen Yoraussetzungen aus der allgenieinen Theorie der analytischen 
Funktionen, die Grundlagen der Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen be- 
handelt, ihre analytischen Datstellojigen in umfassender Weise und beleuchtet den Ge- 
samtumfang der hier m Betracht kommenden EOrper zusammengehöriger Funktionen. 
Der Yerfasser hoffb die funktionentheoretiBohen Auffassungen, die er sich als Schüler 
und langjähriger Miiaiibeiter Felix Kleins zu eigen gemacht hat, auch in diesem 
Gebiete in angemessener Weise zu Geltung gebracht zu haben — Während die Imeare 
Transformation ein Bestandteil der Grundlagen der Theone der elliptischen Funk- 
tionen ist und dieserhalb bereits im ersten Bande ihren Platz zu finden hat, sollen die 
allgemeine Transfoxmationstheone und ihre wichtigen Anwendtingen im Gebiete der Algebra 
und Zahlentheone im zweiten Bande eine erschöpfende Darstellung finden — In emer 
selbständigen und für sich abgerundeten Gestalt soU sich endhch der dritte Band anreihen, 
der dieweitverzweigtenAnwendungen der elliptischen Funktionen im Gebiete der Geometrie, 
Meohanik ubw behandeln und die m den beiden ersten Bänden vorgebildeten analytischen An- 
sätze bis zu wuklicherBranchbarkeitfQrdieZweckenumenscherBechnungen durchbilden soll 



Vorlesungen über reelle Funktionen 

Von Dr. C. Carathdodory, 

PxofeflioT an der XTnlTenitat OOMngen. 

[ca Ö60 S ] gr 8 Erscheint Ende 1916 

Die Umwälzung, welche durch die ITntersudhungen von H. Lebesgue in der Theone 
der reellen Funktionen hervorgerufen worden ist, ist ein Prozeß, der heute m semen Haupt- 
zügen als abgeschlossen gelten kann Die Vorzüge der neuen Methoden kOnnen aber nur 
durch emen Aufbau, der von Grund aus vorgenommen wird, m ihrer ganzen Tragweite zur 
Geltung kommen. Eine derartige, mOghohst elementare, systematische Darstellung- hat 
der Yerf. versucht, um den Studenten m mittleren Semestern und den angehenden Forschem 
viele Umwege zu ersparen. Das Buch ist auf Grund emer im Sommer-Semester 1914 m 
G^ttmgen gehaltenen Yorlesung geschrieben; es enthält die Theorie Aer Funktmengen, 
soweit diese für das Folgende erforderlich ist, die allgememe Theone der Funktionen 
von n YeränderlidLen« die Theorie der bestimmten und unbestimmten (Lebesgue'schen) 
Integrale, sowie auch ihre Spezialisierung auf die Biemannsche Integration. Darüber 
hinausgehend werden die Funktionen einer und zwei Veränderlicher emgehend unter- 
sucht. Existenzbeweisefür die Losungen von gew{)hnHchen Differentialgleichungen unter mög- 
lichst allgemeinen Vorraussetzungen Bohließen das Buch, welches ganz auf sich selbst ruht und 
überhaupt kerne Vorkenntnisse, sondern nur eine gewisse Beife des Urteils voraussetzt. 
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